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1. PRESLIKAVANJE, FUNKCIJA

Dekartov proizvod dva skupa A i B je skup uredenih parova (X, y), gde prvi element

uredenog para pripada skupu A, a drugi element uredenog para pripada skupu B.
AxB = {(x,y)|x ceArye B}

Definicija 1. Neka su A i B neprazni skupovi. Preslikavanje (funkcija) skupa A u
skup B u oznaci f : A— B je svaki podskup skupa AxB koji zadovoljava sledece

uslove:
(1) skup svih prvih komponenata skupa f je skup A — obuhvacenost skupa

2) (vxe A((x, ) e fA(x,2)e f = y=2)ili

(Vxe APy e B|(X, y) € f)- jednoznacnost

Primer 1. Neka je A ={1,2,3},B={x,y} inekajef={(1x), (2 y)} Dalijef
preslikavanje?

Dekartov proizvod skupova A i B je AxB ={(1x),(LY),(2,%),(2 ¥),(3X),3,y)} i
f jeste podskup skupa AxB. Skup prvih komponenti skupa f je {1, 2}. Element 3
ne pripada tom skupu, tj. 3 se ne preslikava ni u jedan element skupa B, pa nije
ispunjen uslov (1) iz definicije. Dakle f nije preslikavanje.

Primer 2. Neka je A= {a, b}, B={1, 2,3} inekajeg={(al), (a,2), (b,3)}. Dali

je g preslikavanje?

AxB={(a)),(a,2),(a3),(b,1),(b,2),(b,3)}i g jeste podskup skupa AxB. Skup

prvih komponenata skupa g je {a, b}, dakle prvi uslov iz definicije je ispunjen.
Medutim g ipak nije preslikavanje jer se elemnt a skupa A preslikava u dva

razli¢ita elementa skupa B, pa nije ispunjen uslov (2) iz definicije.



Primer 3. Neka je A = {a, b, c}, B ={x, Yy, z, w} i neka je h = {(a,x), (b,2), (c, y)}.

AxB ={(a,x),(a,y),(a,2),(a,w),(b,x),(b,y), (b, 2),(b,w),(c, x),(c, y).,(c, 2),(c, W)}
Dakle h< AxB i h jeste preslikavanje jer su ovom slucaju zadovoljena obadva

uslova iz definicije.

Ako (x, y) € f onda mozemo zapisati y = f(x). Prvi element uredenog para (X, Yy)
nazivamo original, a drugi element uredenog para, y je slika originala Xx.
Za preslikavanje f : A— B, A je skup svih originala i zove se domen ili oblast

definisanosti, skraceno Df i obelezava se sa Dom(f). f(A) je skup svih slika i zove

se kodomen i obeleZava se skraéeno sa Df ili Codom(f) i vaZi f (A) < B.
Po definiciji je Dom(f) = A i Codom(f) = f(A).

Primer 4. Pretpostavimo da je zavisnost mese¢nih prose¢nih troSkova domacinstva

za hranu (C) od ukupnih mese¢nih prihoda (Y) data slede¢om relacijom
C=12000+0,3Y.

Za prihod od 48 000 dinara, troskovi iznose 12 000 + 0,3 x 48 000 = 26 400.
Za prihod od 64 000 dinara, troSkovi iznose 12 000 + 0,3 x 64 000 =31 200.
Za bilo koju vrednost prihoda, dobijamo tacno jednu vrednost troskova. Prihod i
troskovi su pozitivne veli¢ine, pa je data relacija jedan primer funkcije C : R*— R*

(R je skup pozitivnih realnih brojeva)

Veza izmedu vrednosti dveju promenljivih moze biti predstavljena funkcijom samo
u slucaju kada jednoj vrednosti jedne promenljive odgovara ta¢no jedna vrednost

druge promenljive (jednoznac¢nost).

U ekonomiji traznja zavisi od cene i tu zavisnost predstavljamo u opStem obliku
Qu =f(p), Q4 : R" — R™. Cena p je nezavisna promenljiva, a traZznja Qq je zavisna

promenljiva.



Primer 5. Neka je funkcija traznje za neki proizvod Qg = 12 000 — 3P.

ZaP=

100, Q4 =12 000 — 3 x 100 = 11 700,

za P =200, Q¢ =12 000 — 3 x 200 = 11 400.

Funkcija moze da ima i viSe nezavisno promenljivih. Na primer prihod zavisi od

cene i koli¢ine prodatog proizvoda pa se izrazava u opStem obliku P = f(x, p), gde

je x koli¢ina proizvoda, a p cena. P je zavisna promenljiva, a x i p su nezavisne

promenljive.

Ovde ¢emo proucavati funkcije od jedne promenljive na skupu realnih brojeva

f:A>B,AcR,BcR.

1.1.

1)

2)

3)

Vrste preslikavanja

Konstantno preslikavanje je preslikavanje f:A—>Bza koje vazi
((vxe A)f(x) =c,ce B). Konstantno preslikavanje preslikava svaki

element domena u jedan isti elemet kodomena.

Primer ovakvog preslikavanje je f :R >R, f(x)=3 .

Identicno preslikavanje Preslikavanje f : A— A je identi¢no preslikava-
nje ako i samo ako (akko) (¥xe A)(f(x)=x). Jednostavnije receno,

preslikavanje kojim se svaki element skupa A preslikava u samog sebe
naziva se identi¢no (ili identicko) preslikavanje. Identicno preslikavanje

A — A se oznacava sa Ia.

Preslikavanje f:A— B je sirjekcija ili ,,na* akko je Codom(f)=B,
(odnosno ako je svaki element skupa B slika nekog elementa skupa A). i

se moze krace zapisati

f: A—s Bjesirjekcija ili ,,na* < (vy e B)(3x € A)(y = f(x)), tj B = f(A).



4) Preslikavanje f:A— Bje ,,1-1* ili injekcija ako razli¢itim originalima

5)

odgovaraju razlicite slike.
f: A— B jeinjekcijaili ,,1-1“ < (Vx, X, € A)(X, # X, = F(x) = f(X,)),
ili

f: A— B jeinjekcijaili ,,1-1* < (VXx,X, € A)(f(x)=f(X,) =X =X,).

Preslikavanje f:A— B je bijekcija akko je injekcija i sirjekcija. Takvo

preslikavanje se joS naziva uzajamno jednoznaé¢no preslikavanje.

1.2. Proizvod preslikavanja

Definicija 2: Neka je f:A— B preslikavanje takvo da je f(A) =B i neka je

g : B — C preslikavanje. Preslikavanje h: A — C odredeno sa

h(x)=(geo f)(xX)=g(f(x)) nazivamo proizvod (kompozicija, slaganje)

preslikavanja f ig.
Za operaciju ,,proizvod preslikavanja® vazi asocijativni zakon
(hog)o f =ho(go f), dok komutativnost ne vazi, fog=go f .

Primer. Neka su f(x) =2x i g(x) =3*. Odrediti (f o g)(x) i (go f)(X).

(fog)(x) = f(g(x)=f(3")=2-3"
(go £)(X)=g(f(x))=g(2x) =3%*. Ovaj primer potvrduje da za proizvod

preslikavanja ne vazi komutativnost.



1.3. Inverzno preslikavanje (funkcija)

Definicija 3: Neka su f:A—>Bif :B— A preslikavanja za koja vaZi
fof =lg i f of=1,. Tada kaZemo da je f" inverzno preslikavanje, za
preslikavanje f i obelezavamogasa f*= f".

fofl=1:B>B, flof=1,:A5A

Teorema 1: Neka je f:A— Bpreslikavanje. Za preslikavanje f postoji inverzno

preslikavanje f ' ako isamo ako je f bijekcija.

Primer 1. Odredi inverznu finkciju funkcije f(x)=3x+1.
Inverznu funkciju ¢emo odrediti iz uslova (f o f )(x) = x

(fof)(X)=f(f(x)=f(t)=3t+1=x,uvelismosmenut=f *(x).
Iz 3t+1=xsledi da je t=%(x—1) ,paje f(x) =%(x—1) inverzna funkcija

funkcije f.

Ako f nije bijekcija onda se ne moze definisati inverzno preslikavanje.

Inverznu funkciju mozemo odrediti i na drugi nacin. ReSavanjem jednacine kojom
je zadata funkcija y = f(x) po x dobijamo inverznu funkciju oblika x = g(y).
Medutim funkcija se obi¢no obelezava sa y a argument sa X, pa promenom oznaka
dobijamo y = g(x).

Primer 2. Za funkciju y = 2x + 8, inverzna funkcija se dobija na slede¢i nacin:

y=2x+8
y—8=2x
05y—-4=x

Inverzna funkcija je x =05y —4, promenom oznaka inverzna funkcija dobija

oblik y=05x—-4.
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Grafici uzajamno inverznih funkcija su simetri¢ni u odnosu na pravu y = X

(simetrala I i 11l kvadranta).

v

1.4. Neke osobine realnih funkcija jedne promenljive

Preslikavanje f:A—>Rgde je AcR (R je skup realnih brojeva) nazivamo

realnom funkcijom jedne promenljive i nadalje ¢emo pod pojmom funkcija
podrazumevati realnu funkciju jedne promenljive.
1) oblast definisanosti, skup A, je skup realnih brojeva iz koga argument x moze

uzimati vrednosti, odnosno za te vrednosti se moze izraunati vrednost funkcije
y=T1(x).
Na primer, za funkciju y = x? oblast definisanosti je (—oo,+o0), odnosno skup

realnih brojeva, ali je za funkciju y:\/; oblast definisanosti [0,+oo) jer

kvadratni koren od negativnog broja nije realan broj.
11



2) nula funkcije f(x)je realan broj x, € Aza koji vazi da je f(x,)=0. Tacka
¢ije su koordinate (X,,0)je presek grafika funkcije sa x osom, a tacka sa
koordinatama (0, f (0)) je presek grafika funkcije sa 'y osom.

Nula funkcije y=2x+8 dobija se resavanjem jednacine2x+8 =0 << x = -4
pa je presek grafika funkcije sa x osom tacka (-4, 0)
Presek grafika funkcije sa y osom dobija se kad se izracuna vrednost funkcije za
X =0, uovom sluéaju 2-0+8=8, je tacka (0, 8).

3) Ako je (Vx e A)(f(-x) = f(x)) kazemo da je funkcija f(x) parna, a ako je
(Vx e A)(f (—x) =—Tf (X)), kazemo da je funkcija f(x) neparna.

Funkcija ne mora da bude ni parna ni neparna i ve¢ina funkcija je takva.

Funkcija f(x) = x? je parna jer za svako x iz skupa realnih brojeva vazi

f(=x)=(-x)? =x* = f(X) .
Funkcija f(x) = x3je neparna jer je f(—x) = (-x)% = —x3 = —f (x).
Grafik parne funkcije je simetri¢an u odnosu na X 0su, a grafik neparne funkcije je

simetri¢an u odnosu na koordinatni pocetak.

4) Funkcija je periodicna sa osnovnom periodom T eR,T >0, ako je
(Vxe A)(f(x+kT) = f(x)), keR, gde je T najmanji pozitivni broj sa tom
osobinom.

Funkcije sin(x) i cos(x) su periodi¢ne sa periodom T =27
jer je sin(x + k-27) = sin(x) i cos(x + k-27) = cos(X).

5) Funkcija y = f(x) monotono rastuca na intervalu (a, b), ako za bilo ke je dve
vrednosti sa tog intervala x, <X, vazi da je f(x )< f(x,) . Jednostavnije
receno, ako raste vrednost argumenta, raste i vrednost funkcije.

Funkcija y = f(x) monotono opadajuéa na intervalu (a, b), ako za bilo koje
dve vrednosti sa tog intervala x, <x, vaZi da je f(x,)> f(x,). Ako raste

vrednost argumenta, vrednost funkcije opada.

12



Funkcija y = f(x) monotono neopadajuéa na intervalu (a, b), ako za bilo koje
dve vrednosti sa tog intervala x, <x, vazi da je f(x,)< f(x,). Ako raste
vrednost argumenta, vrednost funkcije raste ili ostaje ista, ali ne opada.

Funkcija y = f(x) monotono nerastuéa na intervalu (a, b), ako za bilo koje dve
vrednosti sa tog intervala x, < x, vaZi da je f(x,)> f(x,). Ako raste vrednost

argumenta, vrednost funkcije opada ili ostaje ista, ali ne raste.

6) Funkcija y = f(x) je ograni¢ena odozgo na intervalu (a, b), ako postoji realan

broj M takav, da za bilo koji broj x sa tog intervala vazi f(x)<M i ograni¢ena
odozdo, ako postoji realan broj m takav, da za bilo koji broj x sa tog intervala
vazi f(x)>m.

Ako je funkcija y = f(X) ogranicena odozgo i ograni¢ena odozdo na intervalu
(a, b), onda kazemo da je funkcija ograni¢ena na tom intervalu. Obelezimo sa

N = max {[M ||m|} tada mozemo zapisati da je |f(x} < N za svako xe(a, b).

Pitanja i zadaci

1.
2.
3.

Sta je Dekartov proizvod skupova?

Kako se definiSe preslikavanje?

Nekaje A=1{1,-1,2,-2,3},B={1,2,3,4}inekaje f:A—>B
a) f={(1.1), (-1,1), (2, 4), (-2, 4), 3, 3)},

b) f={(11), (1,3),(2,4), (-2, 2), (3, 3)},

c) f={(1,4), (2, 3), (-2, 4), (3,3)}.

Da li je f preslikavanje? Objasni zasto.

Kad kazemo da je neko preslikavanje a) konstantno, b) identi¢no, ¢) sirjekcija,
d) injekcija i f) bijekcija?

Odredi vrstu preslikavanja:

a) A={56,7},B={34}, f:A> B, f ={(53),(64),(7.4)},

13



b) A=[05)} B=[-50] f:A>B, f={(xy)ly=x-5},
c) A=[-11] B=[01] f:A>B, f = {(x, yly = xz}.
6. Kako se definiSe proizvod preslikavanja?
7. Nekasua) f(x)=2x+11i g(x)=2%,b) f(x)=3x-2i g(x)=¢e*,c)
f(x)=sinx i g(x)=x*+1. Odrediti (f og)(x) i (go f)(X).
8. Sta je inverzno preslikavanje?
9. Odredi inverznu funkciju datoj funkciji:
a) f(x)=3x+1,Db) f(x):\/m, o) f(x) =e®, d)f(x)=x/ (x+1)
10.  Stasu nule funkcije?

11.  Odredi oblast definisanosti, nule funkcije, presek grafika funkcije sa y osom

i znak funkcije:

X2

—X

1)y:3x—4,2)y=—x+2,3)y:—2x2+5x+3,4)y:3

3

5)y— 52 6)y V3—-x2,7)y= In— 8)y=eXt,
2 X X? —5X+6

Qy=ex3,10)y= = )

)y )Y 2% — 1-x X% +2

12, Kad kazemo da je funkcija parna, a kad neparna?

13. Ispitaj parnost slede¢ih funkcija:

sin x 2% -1 23X COS X 2

aA)y=——,b)y=——=,¢)y=1In ,d)y=——, ) y= :
)Y X )y 2% +1 )y 2 +3x )y X )y x3 -1

14



2. MATRICE | DETERMINANTE

Matrica reda mxn je pravougana Sema brojeva

a,;, a; - T

a a ..o a
A=| 2 22 2n

a a a

ml

koja ima m redova (vrsta) i n kolona. Uredenu n-torku &, a,, ...a,, nazivamo i-ta

vrsta, a uredenu m-torku a,; a,; ...a,, nazivamo j-ta kolona.

mj
Umesto pravougaone Seme opsti oblik matrice mozemo krace zapisati A =[a; ], -

Ako je broj kolona matrice jednak broju vrsta, odnosno m=n, kazemo da je

matrica kvadratna.

sporedna dijagonala

4 glavna dijagonala

Elementi a, a,,...a,, kvadratne matrice ¢ine glavnu dijagonalu, a elementi

nn

a, ...a,,,a,, ¢inesporednu dijagonalu.

n

Matricu dimenzije 1xn zovemo matrica-vrsta, A = [a,, a,, ...a,, |, @ matricu

ay
. . ) ay
dimenzije mx1 zovemo matrica-kolona. A=|

ml

15



2.1. Operacije sa matricama

Definicija 1. Neka su A=[a;]n., 1B =[b;]n., matrice i neka je AeR. Zbir
matrica A i B je matrica C=A+B odredena sa C =[c;],., =[a; +Db;]

mxn *

Proizvod skalara A i matrice A je matrica D odredenasa D = 1 - A =[] p.n-

1z definicije vidimo da se mogu sabirati samo matrice istih dimenzija (broj vrsta u
prvoj matrici jednak je broju vrsta u drugoj matrici i broj kolona u prvoj matrici

jednak je broju kolona u drugoj matrici).

1 -2 -1 -2 0 3 -1 -2 2
Primer. 3 0 41+ -5 1 -1|=|-2 1 3
-1 2 0 3 0 2 2 2 2

; 2 -1 3] [ 10 -5 15
0 2 -4 | 0 10 -20/

Matricu ¢iji su svi elemnti 0, nazivamo nula-matrica O =[0] .,

16



Osobine zbira matrica i proizvoda matrice i skalara

Neka su A, B i C matrice istog tipa i neka su « i Srealni brojevi. Tada vaZi:
1) (A+B)+C = A+ (B +C) asocijativni zakon

2) A+ B =B + A komutativni zakon

3) a(A+B)=aA+aB

4) (a+ ) -A=aA+ pA

5) a-(f-A) = (@ B)- A

6) O+ A= A+ 0 = A nula-matrica je neutralni element za sabiranje matrica.

Jedini¢na matrica reda n u oznaci I, je kvadratna matrica reda n ¢iji su svi

elementi na glavnoj dijagonali jedinice, a svi ostali nule.

L0 100
Primer. IZ:{0 J, ;=0 1 0}.
0 01

Nadalje ¢emo jedini¢nu matricu obelezavati samo sa | bez indeksa.

Definicija 2. Neka su A=[a;],.. i B=[b;],,, matrice. Proizvod matrica Ai B je

matrica

k
C=AB {Zawb”}
r=1 m

Dve matrice mogu da se pomnoze samo u slucaju kada je broj kolona u prvoj

XN

matrici jednak broju redova u drugoj matrici.

2 0
1 21
Primer. Za Az{2 1 0},8: 3 1| izratunaj A-BiB-A.
11
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P ow N
=)

AB_[l 2 1} _{1-2+2.3+1-1 1-0+2-1+1-1}{9 3}
12 1 0

12-241-3+0-1 2-0+1-1+0-1] |7 1

2 0 121 2:1+0-2 2-2+0-1 2-1+0-0 2
B-A=|3 1 { O}: 3-1+1.2 3-2+1-1 3:1+1.0|=|5
3

4 2
7 3.

2 1
1-1+1-2 1.2+1.1 1.1+1.0 31

Na osnovu ovog primera mozemo zakljuciti da za proizvod dve matrice ne vazi

komutativni zakon, A-B#= B - A.

Osobine proizvoda matrica

Neka su A, B i C matrice i aeR (« je realan broj). Tada vaZi:

1) (A-B)-C = A-(B-C) asocijativni zakon

2) A-(B+C)=A-B+ A-C distributivnost proizvoda prema zbiru sa leve
(B+C)-A=B-A+C-A idesnestrane

3) a-(A-B)=(a-A)-B=A-(a-B)

4) 1-A=A-1 = A jedini¢na matrica je neutralni element za proizvod matrica.

Stepen matrice

Za kvadratnu matrci Ai n, p,q €N (n, p i g su prirodni brojevi) vazi

A° =1,

Al = A

A?=A-A

A" = A" A=ACAT
AP . A9 — APHO

18



Definicija 3. Neka je A=[a;],., matrica. Transponovana matrica matrice A u

oznaci A" je matrica A" =[a; ] ma =[a;]

nxm *

Dakle, transponovana matrica matrice A se dobija tako Sto vrste i kolone zamene

mesta.
T
3 -1
. 3 0 -2
Primer. 0 2| = )
-1 2 1
-2 1

2.2. Determinante

Neka je A kvadratna matrica reda n, A = [ajj]n«n . Svakoj kvadratnoj matrici se

pridruzuje determinanta u oznaci det(A)

a1 a2 ... 9

a a ... a
det(A) = 21 422 2n|

dn1 Ap2 .. App

Determinanta je realan broj koji se izraCunava na slede¢i nacin:

1) akojen=1, det(A) =|ayy| = ay; (determinanta I reda)

a; dp

2) akojen=2, det(A) = = a,,8,, —a,,3,, (determinanta Il reda)

dy; Ay

3) ako je n = 3, za izraCunavanje determinante moZe da se koristi Sarusovo

pravilo.

a1 a2 A3
Ako su elementi determinante det(A) =|ay; ap, apz|, dopisujemo elemente

dazp a4z 4ass

prve i druge kolone i ra¢unamo vrednost determinante prema slede¢em obrascu
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=apjappazz +ajpdpzas) +ayzayjadzy —ajpdp1dzz —agjdozazy —a13doas;

Za izraCunavanje determinante reda n>2, mogu se primeniti Laplasove formule.

Najpre je potrebno je da definiSemo pojmove minor i kofaktor.

Definicija 1. Minor M;; koji odgovara elemnu a;; kvadratne matrice A reda n je
determinanta reda n — 1 koja se dobija izostavljanjem i-te vrste i j-te kolone u

determinanti A.

Definicija 2. Neka je Mj; minor elemnta a;; kvadratne matrice A reda n. Kofaktor

elementa a;; matrice A u oznaci A;j je Ay = (1) M;;.

Neka je A kvadratna matrica reda n. Determinanta det(A) je broj koji se izratunava

po formuli
n
det(A) = Zaik Ay, 1=1,2,...,n -Laplasov razvoj po i-toj vrsti;
k=1

ili po formuli

n
det(A) = Zakj Ay » i=1,2,...,n -Laplasov razvoj po j-toj koloni;

k=1
2 -3 4
Primer 1. Za matricu A=|1 -1 6/,
0O 0 3
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2 -3 4] 2 -3
det(A)=| 1 -1 6] 1 —1=2-(-1)-3+(-3)-6-0+4-1-0-
0 0 31 0

(-3)-1:3-2-6-0-4-(-1)-0=-6+0+0+9-0-0=3

Za determinante vaZe sledeca svojstva:

1) Aku su u kvadratnoj matrici elementi jedne vrste (kolone) jednaki ili
proporcionalni elemntima druge vrste (kolone), tada je det(A) = 0;

2) Ako su svi elementi jedne vrste ili kolone matrice A nule, onda je det(A) = 0;

3) Zaproizvoljne kvadratne matrice A i B reda n vazi det(A-B) = det(A)- det(B);

4) det(l,) = 1, determinanta jedini¢ne matrice bilo kog reda je 1.

5) det(A") = det(A).

Primer 2. Izra¢unaj vrednost determinante D =

o P N B
= N O O
= N O -

2
1
0
0

Kako je u pitanju determinanta matrice reda 4, za izraCunavanje ¢emo upotrebiti

Laplasov razvoj. Za Laplasov razvoj po prvoj vrstai potrebno je da izraCunamo

kofaktore A, A, A, A

010 2 0 0
Ap=|2 0 2[=0, A,=-|1 0 2|=1, A,=[1 2 2|=0]
101 001 011

2 0 1
A,=-|1 2 0|=-1
010
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apy =la;, =0,a3=2,8,=1

4
det(A)=> ay Ay =1-0+0-1+2-0+1-(-1)=-1

k=1
Kako je element a;, =0, nismo morali da racunamo vrednost kofaktora Aj,.
Za izracunavanje smo mogli da koristimo i Laplasov razvoj po drugoj koloni. U toj
koloni su elementi a,, =0 i a,, =0 nule tako da nema potreba za izraCunavanjem

kofaktora A2 i Axs. RaGunamo samo kofaktore Azx i Ago.

1 21 1 21
0 01 1 0 2

det(A) =2-3+1-(-7) = 1.

2.3. Inverzna matrica

Definicija 1. Neka je A kvadratna matrica reda n. Ako postoji kvadratna matrica B

reda n takva da vazi AB = B-A = |, kazemo da je B inverzna matrica matrice A i

zapisujemo A =B.

Definicija 2. Za kvadratnu matricu A reda n kazemo da je regularna ako je

det(A) = 0. U suprotnom kaZzemo da je matrica singularna.

Formula za izracunavanje inverzne matrice

dp dp ...
. |8 8xp ..o 8y . a-l
Za kvadratnu matricu redan, A= , Inverzna matrica A
anl an2 " ann

izraCunava se po slede¢oj formuli
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A1 A - A A1 A ... Ag

Al = 1 A1 A ... Mg _ 1 Ao A ... Ap
det(A)| ... e det(A) A

At An2 - Anp An A o A

gde je Ajj kofaktor elementa ajj.

Na osnovu formule zaklju¢ujemo da samo za regularne matrice postoji inverzna

matrica. Matrice za koje postoji inverzna matrica nazivamo invertibilne matrice.

Teorema: Ako su matrice A i B regularne tada vaZzi:
(A-B)t=Bta!
Dokaz:
BLl.At.(aB=B1Aat.A.B=Bt.1.-B=B1.B=1I
(na osnovu asocijativnosti proizvoda matrica)
(A-B)-B L. Aat=ABBYH.At=A1-AT=A A=
PosSto smo definisali operacije sabiranje i mnoZenje matrica, sada mozemo da
reSavamo 1 matricne jednacine, jednacine kod kojih se sa X oznacava nepoznata

matrica.

Primer 3. ReSiti po X matri¢nu jednacinu A(X —21)+B =1

2 -3 4 -1 0 2
gdeje A=|1 -1 6|, B=|-2 3 O
0 0 3 0 4 -5

Prvi korak kod reSavanja matri¢ne jednacine je izraziti X iz jednacine. Pri tome
treba voditi racuna da za sabiranje matrica vazi komutativnost tj. A+B =B+ A,

23



dok za mnoZenje matrica komutativnost ne vaZi: AB = BA. Posmatramo levu
stranu matri¢ne jednacine. Ona je zbir izraza A(X —21)i matrice B. Zato najpre
oduzimamo matricu B od leve i desne strane matri¢ne jednacine
A(X-21)+B-B=1-B

A(X -21)=1-B

Opet posmatramo levu stranu jednacdine. Imamo proizvod matrice A i izraza X - 2|
Kako bismo eliminisali matricu A sa leve strane jednadine, jedna¢inu mnozimo

inverznom matricom A™ sa leve strane zato $to je

1 00
A*A=1 | je jedini¢na matrica | ={0 1 0
0 01
A(X -21)=1-B/-AL
ALA(X -21)=A"1(1-B)
(X =21)=A"1(1 -B)
za mnozenje jedini¢nom matricom vazi A-1 =1-A=A pa dobijamo

X =21 = A (1 —=B)/+ 2l sada dodajemo levoj i desnoj strani jednacine 21

X =21 +21 = A*(1 =B)+2l ijednacina dobija oblik

X = A7 -B)+2l

Posto smo jednacinu transformisali tako da je sa leve strane ostala samo nepoznata

matrica X ostalo je da izraunamo tu matricu.

Najpre raCunamo inverznu matricu Al po obrascu:

, L A1 A Asg

= A A )
det(A) Ao Axp Ag
Az Az Agz

Determinantu reda 3 mozemo izracunati primenom Sarusovog pravila.
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2 -3 4|2 -3
det(A)=|1 -1 6|1 -1=
0 0 3/0 0

2-(-1)-3+(-3)-6-0+4-10-(-3)-1-3-2-6-0-4-(-1)-0=-6+0+0+9-0-0=3

Kofaktore A; raunamo na sledeci nacin: A; = (=1)""J M. Minor M je determi-

nanta koja se dobija kada se u matrici A izostave i-ta vrsta i j-ta kolona.

A=|1 -1 6], A =2
(- O 3_
16
A=|1 - 6/, A,=(-1)"?
Ll Ag = (17 0
A=|1 -1 b Ag=(1)
_0 O -
[2 -3 4] 3
A= = » An :(_1)2+1_0
(. O 3_
[2 -3 4] 5 4
[2 -3 4]
A=l1— , Agg = ()"
_0 O -

6
‘:—1-3—6-0:—3,
3

(2-:0-(=3)-0)=0,
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A=1 -1 6|, Ay =(-1)" ‘=—3-6—4~(—1)=—18+4=—14,
[2 -3 4] ) 4

A=|1 -1 6|, Ay, =(-1)*" ‘:—(2-6—4-1):—(12—4):—8,
0 2 16
2 -3 4] ) s

A=|1 -1 6|, Ay=(-1*" . _1‘:2 (-1)-(-3-1)=—2+3=1.

Posto smo izracunali determinantu i kofaktore, inverzna matrica je

-3 9 0
AL :% -3 6 —14| Inverznu matricu mozemo ostaviti u ovom obliku, a
0 0 -8

. - g 1 . . . y
mozemo je i pomnoziti sa 3 Matrica se mnozi skalarom (brojem), tako Sto se

svaki element matrice pomnozi skalarom.

-1 3 0
Al=| 1 2 -14/3|.
0 0 -8/
Iz jednadine X = A_l(l —B)+2l, vidimo da najpre treba izracunati | — B . Dve

matrice se sabiraju (oduzimaju) tako Sto se sabiraju elementi koji se nalaze na istim

pozicijama.

100 -1 0 2 2 0 -2
|I-B=/{0 1 0|-|-2 3 0= 2 -2 O
0 0 1 0 4 -5 0 -4 ©6
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Sad treba izraCunati A_l(l — B).Jednostavnije za racunanje je upotrebiti prvi oblik

inverzne matrice.

-3 9 0 2 0 -2
Ata-B)= 3 6 —1al| 2 —2 ol
3 0 0 -8 0 -4 6
-3-2+9-2+0-0 -3-0+9-(-2)+0-(-4) -3-(-2)+9-0+0-6
=—-3-2+6-2+(-14)-0 -3-0+6-(-2)+(.14)-(-4) -3-(-2)+6-0+(-14)-6
0-2+0-2+(-8)-0 0-0+0-(-2)+(-8)-(-4) 0-(-2)+0-0+(-8)-6

Wl

12 -18 6] |4 -6 2
6 —68 —78|=|2 —22% 26 .
|0 32 48] |0 10% 16

Wl

Pre sabiranja A™*(1 — B) sa 21 morali smo dobijenu matricu pomnoZiti sa 1/3.

4 6 2| [2 0 0] |6 -6 2
A1 -B)+2l =2 —22% 26|+(0 2 0]=]2 —20% 26
0 10% 16| [0 0 2] |o 10% 18

6 -6 2
Dakle reSenje matri¢ne jednacine je X =|2 —20 % 26 |.
0 1024 18

Pitanja i zadaci
1. Sta je matrica?
2. Kako se definiSe zbir dve matrice, proizvod skalara i matrice, proizvod dve
matrice i stepen matrice? Navedi osobine koje vaZze za ove operacije.
3. Sta je minor, a $ta kofaktor?
4. Sta je determinanta matrice i kako se izra¢unava? Navedi svojstva
determinanti.

5. Sta je inverzna matrica 1 kako se izraCunava?
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6. Kad kaZzemo da je matrica regularna, a kad singularna?

-1 2 -3 0
7. lzracunaj: a) 2A+B,b)A-3Bakoje A=| 0 -1|iB=| 0 -1
1 3 1 1

8. Koje se od matrica mogu pomnoziti i u kom redosledu. Izracunati moguce

proizvode.
11 -2 1 3 0 1
1)A{_ } B=| 0 -3|, c{_ }
0 2 0 -2 2
4 0
-1 0 1 o _a 1 -3
2) A=| 2 0 -2, B:[ - _} c=| 0|,
2 2 -1
03 0 2
2 0 1 =30
3) A=[-2 1 0] B{ } C=| 0 -1,
~4 10
1 1
0
21 -3 1 2
4) A= , B= ,C=l0 -2,
0 2 0 2 4
3
3 -4 0 2 120 -1
5A=| 1 0 -3 5|, B=| 0 3 0|, C=| 0],
-6 0 0 7 11 2 2
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6) A=[4 2 -1 0] B=L :

4 2
3 -2 0 0 3
7) A= y B= )
-1 0 1 1 0
-2 -1
8)
-1 2 1 -2 3

A= 0 -1, B=|0 -1 1,C:[

1 3 2 0

3 1
0 -2

A:2 - 1 B:
9) [2 0 -3 1] 0 3
—4 0

30—1}

0

-4 0 13 -2 0 1
C= D=
0 2 -2 1 -4 10

IzraCunati determinantu matrice: 1) A=

29

-1 40 -
—201} {
2 0 10
3 0 -2 1
2 0

-3 01

-3
0
1

1
-2
0



-1
1
of ¥
0

3 0 O
1 3 -2
0 -4 1
-1 1 0

[

30 0
10 -2
13) A
13 0
04 -1

2) A

0
4
-1
0

1
~2

0
—4

0 1
2 0

-1 2
30

[

—2 1
3 -2
1 0
0 -4

0
-1
|l o

2

5) A

10. ReSi po X matri¢nu jednacinu

0
01
-1

-1 11
2,B=-2 0
0 5 0

0
0
-2

1
-3
1

|

c) (B2X —21)-At=1,gdeje A

b) B(1 —XA)=1,gdeje A

1
1

-1 -3
0

;
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2 -1 0 0 -1 -2
d) (AX -1)B?=1,gdejeA=|0 -3 1|, B=(0 1 -1}

0 -2 2 1 -3 0
e) A‘Z(BX —1)=C gde je
2 1 -3 0 -1 2 0 11
A=|0 -1 3|, B=|1 -2 3|, C=|-1 -2 2],
0 0 2 0 -3 1 1 00
f) (B2X +1)-A=C, gde je
1 0 2 1 1 2 -1 0 -1
A=|-1 2 0[,B=| 0 -1 0|, C=l0 2 1
0 -3 -4 3 0 0 0 0
-5 ~2 2 1
g) @X +1)-A=C? gdeje A=| 0 1 1/,C=| 0 -1
5 2 0 2
0 1 -3 0 -1
h) A>2X -1)=C,gdejeA=[-1 0 1|, C=| 1
2 0 0 -1
) AL(1 +B%X)=C, gdeje
-3 1 0 -1 0 1 0 1 -3
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j) A>—(X +B)-C =2l gdeje

-2 1 0 0 -1 2 -5 1 -2
A=l 0 -1 0|, B=l1 -2 3|,C=] 0 1 1
0 2 1 0 -3 1 5 0

k) A-(B>=X)+C =2l gdeje

1 0 -1 11 0 -3 1 -2
A=|-3 0 2|,B=-2 0 0/C=l 0 -4 1

1 -2 O 5 0 -1 5 0 2

) (A>-=X)-B-C=1 gdeje

2 1 -3 1 0 2 -2 0 3
A=|0 -1 3|,B={-1 2 0|, C= 0 -4 1

0 0 2 0 -3 -4 5 -1 -3

m) A* +B(C — X) =3I gde je

-2 0 -3 2 -3 4 7 -6 3
A=l 3 -1 0|, B=|1 -1 6|,C=|-3 0 1
-1 0 2 0 0 3 5 -1 -3

n) A-(B2—=X)-C =1 gdeje

0 1 -3 -2 01 -2 3 4
A=l 4 -2 2|,B=| 3 -4 0,C=| 0 0 1
-1 0 O 0 10 1 -1 -5
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3. GRANICNA VREDNOST | NEPREKIDNOST
FUNKCIJE

3.1. Granicéna vrednost funkcije

€ -okolina tacke a, a e R, je svaki otvoreni interval (a—¢,a+¢), gde je € >0,
prozvoljno mali realan broj. Kad kazemo da x pripada ¢ -okolini tacke a to znaci da
X pripada intervalu (a—¢,a+¢).

Definicija 1. Neka je f:A—> R,Ac Rinekaje aeR.Broj beR je grani¢na
vrednost funkcije f u tacki a, ako za svaki proizvoljno mali realan ¢ >0 postoji

>0, o zavisi od ¢ tako da za svako x=a za koje je |x—a|<8 vazi da je

| f(x)—b| < ¢ i tada pisemo

lim f(x) =b.
X—a
A
y
25
b+e Foo . :
f(x) |
S e I : | %
- . . >
X
a-o a X a+o
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Geometrijski, lim f (x) =b znaci da za svako & >0 postoji &> 0, koje zavisi od ¢,
X—a

tako da ako je x iz J-okoline tacke a (x € (a—9,a+d) ), onda vrednost funkcije u
toj tacki f(x) pripada e-okolini tacke b ( f (x) e (b—g,b +¢€)).

Funkcija moZe imati grani¢nu vrednost i u tacki u kojoj nije definisana i takvi
slu¢ajevi su bitni kod ispitivanja toka funkcije. Da bismo mogli da nacrtamo grafik
funkcije potrebno je da znamo kako se funkcija ,,ponaSa“ u okolini tacke ili

intervala gde nije definisana.

2 —_— —
Primer 1. Dokazati da je lim X -x-2_
x—>-1 X+1

-3.

2 — J—
Oblast definisanosti funkcije f(x) = X—X12 je A = (-0, -1)U(-1, +o0), $to znaci
X+

da funkcija nije definisana u tacki -1. Prema definiciji za bilo koje proizvoljno malo

£> 0 treba na¢i ¢ koje zavisi od & tako da ako je|x — (~1)| < & onda je

[f(X)-(-3)|<e
2 2 ,
()~ () <e o X723 coo |28 el
+1 | x+1 | X+1
2
%<8<:>|X+1|<5<:>|X—(—1)|<g

U ovom slucaju je 8 =¢ i vazi |x—(-1)| <e = |f(x) - (-3)| < &. Ova funkcija nije

definisana u — 1, ali ima grani¢nu vrednost u toj tacki.

Ako u definiciji 1 uslov |x—a| <3, koji znagi da x pripada d-okolini tatke a,
zamenimo uslovom xe(a-46,a), odnosno uslovom xe(a,a+3d), dobijamo

definicije leve i desne grani¢ne vrednosti funkcije u tacki a 1 zapisujemo

lim f(x)=b, odnosno lim f(x)=b.
X—a X—a+
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KaZemo da za funkciju postoji grani¢na vrednost u tacki a ako vazi

lim f(x)= lim f(x)=b.

X—a~ x—at

3.2. Osobine granic¢nih vrednosti funkcija

Teorema 1. Neka su f i g realne funkcije definisane na skupu A — R, acR i neka je

lim f(x) =b, lim g(x) =c, gde su b i c realni brojevi (b, ceR). Tada vazi:
X—a

X—a

Q) lima-f(xX)=a-limf(X)=a b, acR;
Xx—a X—a

2 IlIm(f(x)£gx)=lim f(x)+limg(x)=b+c;
X—a X—a X—a
3) lIm(f(x)-gx))=lim f(x)- limg(x)=b-c;
X—a X—a X—a
lim £ (x)

(4) lim f(X)=X._’a ==, zac=0;
xsag(x) limg(x) c
X—a

) lim(f())k = (lim f(x)¥ =bX, k 0.
X—a X—a

. lim f
©6) lime ™ —g= '

X—>00

3.3.  Neprekidnost funkcije

Ako grafik neke funkcije mozemo da nacrtamo u jednom potezu ne podizuci
olovku sa papira, onda za tu funkciju kazemo da je neprekidna. Ako se grafik
funkcije ne moZe nacrtati u jednom potezu onda ta funkcija ima jedan ili vise

prekida. Sada ¢emo ove pojmove definisati preciznije.
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Definicija 2. Neka je f:A—>R,AcR, i neka je x, e A. Funkcija f je

Neprekidna u tacki x, ako je lim f(x) = f(x,).
X=X,

AX = X1 — Xg - hazivamo prirastaj argumenta

Af (x) = f(x1)— f(Xg) - nazivamo prirastaj funkcije

Teorema 2. Neka je f:A—> R,AcRineka je x, € A. Tada su slede¢i uslovi

ekvivalentni:
a) funkcija f je neprekidna u tacki X, ; b) lim f(x) = f(x,);
X—=>Xp
c) lim f(x)=lim f(x)= f(x,); ¢) lim Af (x) =0.
X—Xg~ x—=xg" Ax—0

Definicija 3. Funkcija f:A— R, AcR, je neprekidna na intervalu (a, b) c A,

ako je neprekidna u svakoj tacki tog intervala.

Definicija 4. Nekaje f : A—> R,Ac R, inekaje aeR. Tacka a je tacka prekida

funkcije fako funkcija nije definisana u tacki a, ili funkcija jeste definisana ali nije

neprekidna u njoj.

Primer. Ispitati neprekidnost funkcije f(x) utacki x =- 2,

3

X°+8
, ZaX# -2
f(x)= X+2
10, zax=-2
f(-2) =10,
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uvodimosmenu X =-2-h

3 53
lim f(x) = lim X8 _ gde jeh > 0 _lim&2=h)"+8
x>-2" x>-2" X+ 2 _ h>0 —2—-h+2
ih—>0
_8-12h—6h?-h*+8 . —12h—6h?—h® . h(-12—6h—h?)
|hI£Y()1 —2-h+2 B Ihl—rg —h B |hI£T()1 —h B
2
Ihirnglhirg(lz—%—hz):ﬂ
" uvodimosmenu X = -2+ h 2ih) ig
lim f(x) = lim X*°_ gde jeh >0 _im &2 +8
x—>-2" x—>-2" X+ 2 . h-0 —24+h+2
ih—>0
. —8+12h—-6h*+h*+8 . 12h-6h°+h®
|hI£];1 o ihis =Ih|£r01 =12

Dobili smo da je lim f(x)= lim f(x)=12# f(-2) =10, 3to znaci da je
2+

X—>—2" X—>—

funkcija definisana u tacki -2, ali nije neprekidna.
Osobine neprekidnih funkcija

Teorema 3. Neka su funkcije f 1 g neprekidne u tacki X, i neka je aeR
konstanta. Tada su i funkcije «-f, f+g, f-g, i, (g(xy) #0) neprekidne u
g

tacki X .

Teorema 4. Nekaje f: A— R, AcR,inekaje [a,b]c A. Ako je f neprekidna na

[a, b] onda je f i ograni¢ena na [a, b].
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Teorema 5. Nekaje f: A— R, AcR,inekaje [a,b]c A. Ako je f neprekidna na

[a, b] onda ona dostize svoju najvecu i SVoju najmanju vrednost na [a, b].

3.4. Asimptote funkcije

Definicija5. Nekaje f:A— R, Ac R, gde je A neograniceni interval. Prava
y=ax+b,a,beR jeasimptota funkcije f kad x — +ccako je

lim 22 1 lim (F(0 - (ax+b) =0

x—+0o (X X—>+00

ili asimptota funkcije f kad x — —c<ako je

ax+b

lim 1A lim (f(x)-(ax+h))=0.

x——owo f(X X—>—00
Asimptotu y =ax+b nazivamo:
(1) kosa asimptota ako je a = 0, (2) horizontalna asimptota ako je a = 0.

Prava y =b je horizontalna asimptota udesno ako je lim f(x) =b, odnosno
X—>+00

horizontalna asimptota ulevo ako je lim f(x)=b.
X—>—0w©

Sledeca teorema nam daje formule za izraCunavanje vrednosti koeficijenata a i b.

Teorema 6. Neka je f:A—>R,Ac R, gde je A neograniceni interval. Prava

y=ax+b,a,beR,a=0, je kosa asimptota funkcije f ako i samo ako je

a= lim 2% b= lim (F (0 - ax).
X—oo X X—>00

Definicija 7. Neka je f:A—>R,AcR,inekaje acR i ag A. Prava x=a je
za funkciju f vertikalna asimptota sa desne strane ako je
lim f (x) =+ov lim f(x) = -,

X—a

X—a~
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odnosno vertikalna asimptota sa leve strane ako je

lim f(x) =+ v |II’T1 f(X) = —0.
X—a

x—a’

Iz prethodne definicije zaklju¢ujemo da funkcija koja je definisana na (+oo, -o0)

nema vertikalne asimptote.

1z teoreme 6 zakljucujemo da ako funkcija ima horizontalnu asimptotu ne moze da
ima i kosu asimptotu i obrnuto.

x> —4
x-1"

Oblast definisanosti ove funkcije je Df = (—o0,1) U (1,+o0) Sto zna¢i da funkcija

Primer 4. Odrediti asimptote funkcije y =

mozda ima vertikalnu asimptotu u tacki X = 1.

Xx=1-h
2— - _ 2— . 2— — —_
|imX 4: h>0 :||mw:||mw=_3=+w
x-1~ X=1 h s 0 h»0- 1—-h-1 h—0~ —h -0
2_y (XD 1+h)2—4 h2+2h+1-4 -3
im>=4_ ns0o |-lim@tM -4 _|jph +2h+1-4 -3
-1 X—1 hoso h»0- 1+h-1 h—0" h 0

Dakle prava x = 1 jeste vertikalna asimptota. Na osnovu dobijenih grani¢nih
vrednosti zaklju¢ujemo da kada za x uzimamo vrednosti levo od 1, funkcija tezi
+00, a kada za x uzimamo vrednosti desno od 1, funkcija tezi -oo.

Sada trazimo vrednost koeficijenata a i b kako bismo utvrdili da li postoji kosa
asimptota. Prema teoremi 6 je

a=limt 9 fimx=1 _jjim X =4 _;

X—00 X X—00 X X—00 X2 — X

2 . 242 . .
b=|im(f(x)—ax)=|im(x 14—XJ=|ImX 4-x X _limZ 4:1
X—00 X—00 X—00 X_ X—00 X_

39



Dakle pravay = x + 1 je kosa asimptota. Funkcija nema horizontalnu asimptotu jer

jea#0.

Pitanja i zadaci
1. Kako se definiSe grani¢na vrednost funkcije?
2. Navedi osobine grani¢nih vrednosti funkcija.
3. Kako se definiSe neprekidnost funkcije u tacki, a kako na intervalu?
4. Navedi osobine neprekidnih funkcija.
5. Kad kaZzemo da je pravay = ax + b kosa a kad horizontalna asimptota
funkcije? Kako se izracunavaju koeficijenti a i b?

6. Sta je vertikalna asimptota funkcije?

x3+3x%>-x-3

7. Izradunati graniénu vrednost funkcija: a) lim > , b)
x>-38  X“+X-6
. (x+1)2 . JIx+3-42 x? -4 x - =
lim———,¢) lim————=,d) lim———,¢) lim———
x—o x° 4+1 x—-1 X+1 X—2 /06— X — 2 x—3 X -9

L 0 , . :
8. Polaze¢i od I|m(1+ —j = e, izraCunati sledece grani¢ne vrednosti:
X

X—>00

X 2X x+1 X+1
a) |im(1+%j , b) Iim(1+§j , C) Ilm(Hl) , d) I|m(2X+3j

X—>—00 X—>00 x—o| X =1 x>\ 2X + 2

9. Odrediti asimptote funkcije: a) f(x)_ b) f(x )_X+—2X+1,

241

(x=2)° e -1
c) ()——( r2) ,d) f(x)= = €) f(x)= 3,f)

X+2

f(x)=

10. Ispitati neprekidnost funkcije:
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2X+5

,Za X € [-:,2]

f(x)={x*-1,zaxe(2,3) utatkama X,=2i X,= 3.

e* 2 zax e[3,4w)
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4. 1ZVOD FUNKCIJE JEDNE PROMENLJIVE

Neka je f:A—>R,AcR i X, tacka skupa A. Sa U(X,)obelezavamo okolinu
tacke X,. Neka je x proizvoljna tacka iz U - okoline tacke X,, x e U(X,), X # X,.
Sa AX oznaCavamo priraStaj argumanta AX = X—X,, a sa Af (x) (ili Ay) prirastaj

funkcije Af(x) = f(x)— f(x,).

Definicija 1. Neka je f:A— R, AcR i neka je U(x,) okolina tacke X, € A.
Neka je x eU(Xy), X # Xy 1 X=X, + AX. Prvi izvod funkcije f u tacki x, u oznaci

f'(Xy), je grani¢na vrednost

f'(XO) _ IAIng f(XO +AAX)_ f(XO)
X—> X

ako ona postoji i ako je konacna.

Kako je x=x,+Ax, f(X,+Ax)—f(X,)=f(x)—f(x,)=Af(x), prvi izvod
funkcije f mozemo definisati i kao grani¢nu vrednost koli¢nika prirastaja funkcije

Af (x) i prirataja argumenta Ax $to zapisujemo f'(x,) = IimOAfA(X) :
AX—> X

Iz X =X, + Ax, kad Ax — 0onda x — x, pa prvi izvod funkcije moZzemo zapisati u

obliku

F1(x,) = lim T3 =T a).

X—>Xp X — XO

Ako funkcija f ima prvi izvod u tacki x,, onda kazemo da je ona diferencijabilna

u tacki X.
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Neka je (a,b) = A. Ako je funkcija f diferencijabilna u svakoj tacki intervela
(a,b) onda se kaze da je funkcija f diferencijabilan na intervalu (a,b). Funkciju

f’(x) nazivamo izvodna funkcija, a postupak odredivanja izvodne funkcije

nazivamo diferenciranje.

Primer 1. Na osnovu definicije izvoda nadi izvod funkcije

f(x) =x,zaxe [0,+<0).

_ lim \/x+Ax—\/§_\/x+Ax +4/x B
Ax—0 AX X+ AX +4/x

(WY = lim X Ax=vx
AX

AX—0

lim X+ AX — X 1

i AX . 1
= lim = lim -
M0 AX(+/ X + AX + \/;) =0 AX(4/ X + AX +\/;) M0 ({/X + AX + \/;) 24x

Teorema 1. (o odnosu neprekidnih i diferencijabilnih funkcija)

Neka je f:A—>R,AcR i U(X,) okolina tacke i neka X, +Ax e U(x,). Ako je

funkcija f diferencijabilna u tacki X,, onda je ona i neprekidna u toj tacki.

4.1. lzvodi nekih elementarnih funkcija

1. f(x)=sinx
2sin x+Ax—xCOSx+Ax+x
(sinx)’ = lim sin(x + Ax) —sin(x) _lim 2 2 _
Ax—0 AX Ax—0 AX
. AX
sin—

) . AX
= lim 2 . lim cos(x+—)=1-cosx:cosx
AX—0 & AX—0 2

2
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Za izraCunavanje ove grani¢ne vrednosti upotrebljena je formula za transformisanje

razlike trigonometrijskin  funkcija u proizvod trigonometrijskih funkcija

sina —sin # = 2sin i ;ﬂ cos < ; P 1 karakteristicna grani¢na vrednost
lim>" X _q,
x=>0 X
2. f(x)=Inx
1
Inx+Ax 1 Ax
. —_ . . AX .
(Inx)':llmln(X+AX) Inx:llm—lelmln(u&j =limin 1+i
Ax—0 AX AX—0 AX AXx—0 X Ax—0 X
AX
X
YT ! N
X . - . X
=| Ax =0 |=limIn 1o 2 2| tim[ 142 _lner =+
t—o t t—o0 t X
t>w

X—0o0 X

Ovde je upotrebljena karakteristicna grani¢na vrednost |Im(l + —j =e
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Tablica izvoda

(1) (c)'=0,c =const.ce R ) (x")=nx"%neN
’_L X r_ X X r_ X
(3)(‘&)’2& (4) (€*) =¢*, (") =a*Ina
(5) (Inx)’ :i (6) (sinx)" = cosx
(7) (cosx)" =—sinx (8) (tox)' =—
COS“X
(9) (ctgx)' =- _12 (10) (arcsinx)’ =
sin®x 1-x?
(11) (arccosx)' = — (12) (arctgx)’' = ! 5
1-x? 1+Xx

(13) (arcctgx)' = — L >
1+x
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4.2. Pravila za diferenciranje

Teorema 2. Neka su f(x)ig(x) realne funkcije definisane u okolini tacke x € Ri

diferencijabilne u tacki X, i neka su a,b € R. Tada su i funkcije af (x),

f(x)

f(X)xg(x), f(x)-g(x), T g(x) # 0 diferencijabilne u tacki X i pri tom vazi
g(x

(1) (@&f () =af'(x)
) (f)=£g()) = f'(x)£9'(x),
3 (FC-9(x))" = ' ()90 + F()g'(x),

!

(f(x)] _ ()9 - f(x)g'(x)
9(x) 9% (x)

4) L g(x)#0.

Dokaz.

af (x + Ax) — af (x) :"ma(f(x+Ax)— f(x)) _

rasf |
(1) (af (X)) - llm) AX Ax—0 AX

(prema teoremi o operacijama sa grani¢nim vrednostima funkcija, konstantu a

mozemo staviti ispred lim)

_a.lim f(x+Ax)— f(x) _

Ax—0 AX

= af '(x) (prema definiciji izvoda funkcije)

f(X+AX)+g(x+Ax) - (f(x)+g(x)) _
AX B

@) (f0)+90) £lim

lim f X+ A0 = () +g(x+Ax) - g(x) _
AX—0 AX

~ lim T A0 =109 i, 9(X+AA’2_9(X) = (0 +g'()

Ax—0 AX Ax—0
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f(X+AX)-g(x+Ax)— f(x)-g(x) _
AX B

@ (f(x)-g(x)=lim

(dodajemo i oduzimamo f(x+Ax)-g(x))

f(x+Ax) - g(x+Ax) + f(x+Ax)- g(x) - f (x+Ax)-g(x) - f(x)- 9(x) _

lim
AX—0 AX
i 900 (F (x+ A%) = £(x)) + f (x + AX)(g(x + Ax) — g(x)) _
AX—0 AX
— g0 lim T EEA =T i £ (x4 ax) - [im QXA =)
Ax=0 AX AX—0 AX—0 AX

=9(x)- F'0)+ £(x)-9'(x) = £'(x)-g(x) + f(x)-g'(x)

Primer 1. Nadi izvod funkcija
a) f(x)=x°-2x">+3x-7
f'(x) =3x*-2-2x+3=3x* —4x+3
b) f(x) = x-sinx
f'(x) = (x)"sin X+ X (sin X)" =1-sin X 4+ X - COS X = SiN X + X COS X

X

e
c) f(x)=—

X

X\’ _ X. ! X. _ X' X _
f’(x):(e) xze (x):e xze 1:e(x2 1)

X X X

d) f(x)=tgx
£(x) _(sinxj _ (sinx)'cosx —sinx(cosx)’ cosx-cosx—sinx(-sinx)

COS X cos® X cos® x
_cos’x+sin®x 1

cos’ x cos® X
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Teorema 3. (Izvod slozene funkcije) Neka je funkcija f diferencijabilna u tacki x i
neka je funkcija g diferencijabilna u tacki f(x). Onda je funkcija h=go f takode

diferencijabilna u tacki x i vazi formula

h'(x) = ((g° F)(X))" = (g(f ()" =g'(f(x))- £'(x)

Primer 2. Naci izvod funkcije
a) y=In(l+x?)
U ovom sluéaju je y=g(f(x)),gdeje g(x)=Inx a f(x)=1+x*.Paje

y' =(n(l+x%)) -1+ x*) = ﬁ(ﬁ x%) = %
b) y =cos(l+ 3x)
Izvod slozene funkcije mozemo traziti i uvodenjem smene t =1+ 3x, odakle je
y =cost a
y'=(cost)"-t" = (sint) -t = (sin(L+ 3x)) - (L + 3x)" = (sin(1 + 3x)) - 3= 3sin(1+ 3x)
C) y=arcsinx .
Funkcija arcsin x je inverzna funkciji sin x, pa odavde sledi x =siny.
Diferenciranjem leve i desne strane dobijamo
X" =(siny)’
primenjujemo pravilo za diferenciranje slozene funkcije
l=sin"y-y’
3 1 1
cosy J1-sin?y J1-x?

l=cosy- -y =y =

Odnosno (arcsinx)’ = .
1-x?
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Logaritamski izvod funkcije

Svaku funkciju f (x) moZemo zapisati u obliku f(x) =e"™"®  Ako primenimo
prethodnu teoremu dobijamo

F/(x) = [TV ) =T (In £ (x))' = f(x)(In f (x))'. Nekada je lakse naci
izvod logaritma funkcije (In(f (x)))’, nego same funkcije f'(x), pa se logaritamski

izvod Gesto koristi u praksi, a naroéito kod funkcija oblika f(x) = g(x)"® .

Primer 2. Nadi izvod funkcija
a) f(x)=x*,aeR,xeR"
In(f (x)) =Inx* = aInx diferenciranjem leve i desne strane dobijamo

Lf’(x):az-£:> f’(X)=a~l- f(x):a-lx“ =a-x*t
f(x) X X X
b) f(x)=a*,xeR,aeR* \{I}

In(f (x)) =In(a”)
In(f(x))=xIna

diferenciranjem leve i desne strane dobijamo

1 4 —
Wf(x)_lna

f'(x)=Ina- f(x)

@) =Ina-a*

Ako je funkcija f'(x) diferencijabilna u tacki X, onda se izvod funkcije

def
f'(x) naziva drugi izvod funkcije f(x) i oznagava f"(x) = f @ (x) = (f'(x))".
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Analogno se definise

def '
n-ti izvod funkcije f ™ (x) :(f (n-1) (x)) ,N=123...
nulti izvod funkcije f(x) je po definiciji f©(x) = f(x).

Primer 3. Naci n-ti izvod funkcije y = % . Ovu funkciju mozemo zapisati i u
— X
1
@-x?
2
(L-x)°

obliku y=(1-x)" y' =—(1-x)?1-x)=1-x)7? =

=(1-x7)'=-20-%"A-x)"=21-x)" =

2.3
(1-x)*

n!
Odavde mozemo izvuéi zakljucak da je n-ti izvod funkcije y® (1 X)"

y"=(20-x)7)' =2(-3)-1-%) " 1-%)'=2-31-%)" =

Pitanja i zadaci

1. Kako glasi definicija prvog izvoda funkcije?
Kad kazemo da je funkcija diferencijabilna u tacki, a kad na intervalu?
Navedi pravila diferenciranja.

Kako glasi pravilo za izvod sloZene funkcije?

o r w DN

Naéi izvod sledeéih funkcija: 1) f(x) = x°> —2x3 +3x? +5,

2) f(x):lnx+sinx—\/§—arccosx, 3) f(x)=x?-arcsinx, 4)

X

CcOS X

f(x) =3/x-e*, 5) f(x) = 3*tgx, 6)f(x)_ )

sin X

X In X 2 arctgx
2

REMOE 110) F(X) = ——-(x® +1).

f()_ \/—
X

6. Nadi izvod slede¢ih funkcija: 1) f(x) =+/x +2x-1,
2) f(x)=sin(3x?=x), 3) f(x)=e?,4) f(x)=In(arcsinx) +In?/x,

5) f(x)=sin?(x3+2x).
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_ 2
. Nai izvod sledeéih funkeija: 1) y = >—X, 2) y= XFL gy y - 3X=X
x+1 2—-X X—4
2 2—x?
4) y='”zx_3l,5) Y=(X|+1) 6) y=(x*-1)e*,7) y=elx
X+

nx
Lo 3-X x2 +3x

8) y=elx, 9) y= ,10) y = :

)Y ) Y=oy 10 Y \ 1

. Nac¢i izvod sledecih funkcija primenom logaritamskog izvoda:

1) f(x) = x*, 2) f(x)=(2+—xjx,3) f(x) = (sinx)*, 4) f(x)=x*.

. Nadi n-ti izvod funkcije a) f(x) :ZL, b) f(x)=Inx.
+ X

4.3. Osnovne teoreme diferencijalnog racuna

Definicija 1. Neka je f : A— R, Ac R funkcijainekaje (a,b) c A,ice(a,b).

Funkcija f imau tacki c

(1) lokalni maksimum ako vazi (Vx e (a,b)) f (x) < f(c)

(2) lokalni minimum ako vazi (Vx e (a,b)) f (x) > f(c).

Fermaova teorema. Neka je

f:A—> R,AcR funkcija i neka je interval

[a,b] = A. Neka je c tacka intervala, c e(a,b) u kojoj funkcija dostize svoju

najvecu ili najmanju vrednost. Ako je funkcija f diferencijabilna u tacki ¢ onda je
f'(c)=0.

Pretpostavimo da funkcija u tacki ¢ dostize svoju najveéu vrednost na

intervalu (a,b). Prema prethodnoj definiciji to znaci da je za svaku tacku X iz

intervala (a,b), f(c)> f(x)odnosno f(c)— f(x)>0. Ako je x (a,c), onda je
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c—x>0, pa je Mzo. Ako xe(c,b), onda je c—x<0, pa je
C—X

f(c)—f(x)<0
c-x

Na osnovu ovih zapazanja zaklju¢ujemo da je

imSC=1T) S5 i jimf©-fx 4
X—C~ cC—X x—c* C—X

Ako je funkcija diferencijabilna u tacki ¢ onda postoji grani¢na vrednost

f’(c):"mM
X—C C—X

A kako postoji grani¢na vrednost kad X — ¢ onda postoje i leva i desna grani¢na

vrednost i one su jednake pa je

o) - lim 1O =00 i FO-100 i F©-100
X—C C—X X—>C C—X Xsc* C—X

Dokaz je slian i pri pretpostavci da funkcija dostize svoju najmanju vrednost u

tacki C.

Lagranzova teorema. Neka je f:A—R,Ac R funkcija i neka je interval
[a,b] = A. Ako je funkcija f neprekidna na segmentu [a,b] i diferencijabilna na
intervalu (a,b), tada postoji tacka ¢ € (a,b) tako da vazi

f(b)—f(a)=(b—a)f'(c).

4.4. Monotonost funkcije

Definicija 2. Neka je f:A— R, Ac R funkcija i neka je interval [a,b]c A.
Funkcijaf je naintervalu [a,b]
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1) monotono rastuéa ako vazi (Vx,y e[a,b])(x<y = f(x) < f(y))
2) monotono neopadajuca ako vazi (Vx,y e[a,b])(x<y = f(x) < f(y))
3) monotono opadajucéa ako vazi (Vx,y e[a,b])(x<y = f(x)> f(y))
4) monotono nerastuca ako vazi (Vx,y e[a,b])(x<y= f(x)> f(y))
5) ogranicena odozgo ako postoji realan broj M takav da vazi

(vxela,b]) f(x) <M
6) ogranicen odozdo ako postoji realan broj m takav da vazi

(Vxe[a,b]) f(x)>m.

Pomocu prvog izvoda, a na osnovu sledece teoreme se lakSe utvrduje monotonost

funkcije.

Teorema 1. Neka je f : A— R, Ac R funkcija i neka je interval [a,b] = A. Neka
je funkcija f(x) neprekidna na [a,b] i diferencijabilna na (a,b). Ako je
(Vx e (a,b)) f'(x) > 0 onda je funkcija f(x) monotono rastuc¢a na intervalu [a,b],
a ako je (vxe(a,b))f’'(x)<0onda je funkcija f(x) monotono opadaju¢a na

intervalu [a,b].

Dokaz. Pretpostavimo da vazi (Vx € (a,b)) f'(x) > 0. Dokazacemo da je funkcija
f (X) monotono rastuca na tom intervalu. Neka su x,y € (a,b) dve proizvoljne
tacke iz intervala (a,b), takve da je x <y. Posto je f(x) neprekidna na [a,b] i
diferencijabilna na (a,b) onda je ona i na intervalu (x,y) neprekidna i
diferencijabilna pa prema Lagranzovoj teoremi postoji tacka c e [x, y] tako da vazi
fF(y)-f(x)=(y-xf'(c)
Iz x <y sledidaje y—x>0. Iz pretpostavke teoreme (Vx e (a,b)) f'(x) > 0 sledi
dajei f'(c)>0.Kakoje (y—x)>01i f'(c) >0 onda je i njihov proizvod veci od

nule (y—x)f’(c)>0. Odatle dobijamo da je f(y)—f(x)>0, odnosno
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f(x) < f(y) Sto po definiciji znaci da je funkcija f(X) monotono rastuca. Sli¢no se

dokazuje i1 da je funkcija monotono opadajuca.

4.5. Ekstremne vrednosti funkcije

Fermaova teorema daje potreban uslov za postojanje ekstremne vrednosti: ako

funkcija u nekoj tacki ¢ ima lokalni minimum ili maksimum onda je f’(c)=0.

Medutim to nije i dovoljan uslov. Dovoljan uslov za postojanje lokalnog

minimuma odnosno maksimuma daje slede¢a teorema.

Teorema 2. Neka je funkcija f(x) neprekidna u tacki X, i diferencijabilna na
intervalu (x, —J,Xy) W (X, Xy + ) . Ako je

(1) ((Vxe(Xg—0,%)T'(X)>0) A((VX € (Xg,Xg+0)T'(x)<0) tada u tacki X,
funkcija ima lokalni maksimum f(x,).

a, ako je

(2) (Vxe(Xg—0,%)T'(xX)<0) A (VX e (Xg,%X, +0)T'(X)>0) tada u tacki X,

funkcija ima lokalni minimum f(x,).

Moguce je da je u nekoj tacki ¢ prvi izvod f'(c) =0, ali da prvi izvod ima isti znak
i za manje i za vece vrednosti od c. U tom sluéaju u tacki ¢ ne postoji ekstremna
vrednost ali moZzda postoji prevojna tacka.

Dakle ako je u nekoj tacki ¢, f'(c) =0 iako u toj tacki funkcija menja monotonost
onda u toj tacki postoji ekstremna vrednost. Ako iz monotono rastuce prelazi u
monotono opadajucu, onda u toj tacki postoji lokalni maksimum, a ako iz
monotono opadajuée prelazi u monotono rastucu, onda u toj tacki postoji lokalni

minimum.
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Ekstremne vrednosti se mogu ispitivati 1 upotrebom visih izvoda, na koji nacin

saznac¢emo iz sledece teoreme.

Teorema 3. Neka funkcija f(x) ima neprekidni drugi izvod u okolini
(1) Akoje f"(x,)> 0, onda funkcija ima lokalni minimum f(x;) u tacki Xx,.

(2) Akoje f"(x,)<0,onda funkcijaima lokalni maksimum f(x,) utacki X,.

4.6. Konveksnost funkcije i prevojne tacke

Definicija 3. Neka je f:A— R, Ac R funkcija i neka je interval [a,b]c A.

Funkcija f je: (1) konveksna na intervalu [a,b] ako vazi (Vx,ye[a,b])

f(x+yj< f09+ ().

5 5 7 (2) konkavna na intervalu [a,b] ako wvazi

(v, y [a,b]) f(";yj> f(X); f(y)

=T

109 J| 1w < (221 > f)

v

X X+y y
2

Konveksna funkcija
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LCO f[%} { 00+ f(y) )
2

v

Konkavna funkcija

Ispitivanje konveksnosti i konkavnosti funkcije je mnogo jednostavnije na osnovu

znaka drugog izvoda i1 zakljucaka koje nudi sledeca teorema.

Teorema 4. Neka funkcija f ima neprekidan drugi izvod na intervalu [a,b]. Ako je
(1) (vxe[a,b]) f"(x) >0, funkcija je konveksna na intervalu [a,b],

(2) (vxe[a,b]) f"(x) <0, funkcija je konkavna na intervalu [a,b].

Definicija 4. Neka je funkcija f (x) neprekidna u tacki x, € A. Ako u X, funkcija
menja konveksnost u konkavnost ili obrnuto, onda je tacka P(X,, f (X,)) prevojna

tacka grafika.

Pitanja i zadaci
1. Kako glasi definicija lokalnog minimuma i lokalnog maksimuma?
2. Kad kazemo da je funkcija monotono rastu¢a, monotono neopadajuca,

monotono opadaju¢a i monotono nerastuca na nekom intervalu?
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Kako se odreduje monotonost funkcije pomocu prvog izvoda?

Kako se odreduju ekstremne vrednosti funkcije?

Kad kazemo da je funkcija konveksna, a kad konkavna na nekom intervalu?
Kako se odreduje konveksnost i konkavnost pomocu drugog izvoda
funkcije?

Kako se odreduj prevojne tacke funkcije?

Ispitati monotonost, nac¢i ekstremne vrednosti, ispitati konveksnost i

konkavnost i na¢i prevojne tacke sledec¢ih funkcija:

6x—-x*-9 3x—x° X? +3x x> +4x—4
Hy=—""2 "0 ) ys= 13) y= 4 y=- ,
)Y X—2 )Y X—4 )Y X+4 )Y x—-1
x> =3x-10 X +4x -5 X’ +5x—6
5) y=——r—,6)y=——-—, N y="-—"-—,
X+3 X—3 X—2
—X*=X+2 2X—X*+3 5x —Xx*—6
) y=———,9)y=-—-—, 10) y=———,
X—2 X+ 2 X+1
X—x2 -2 X2 - x+1 2x-1 X—2
1) y=———, 12) y=—-—,13) y=In ,14) y= 4=,
X—2 x-1 X+3 X+1
x=2
15) y= (2 -De*, 16) y=In(Z -1), 1)y =elx, 18) y= [ 22X,
—2X
1-x 2-x* 1+x?
19)y: 1+2X’ 20)y2e2X+1’ 21)y:el+x ’22)y:el—x’
V x+2
2
23) y=|nﬂi,24) y=u_
X_

In x
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4.7. Lopitalova pravila

Kad se prilikom odredivanja grani¢nih vrednosti funkcije javi neki od neodredenih

oblika [%} ili {2} , jedan od nacina za nalazenje grani¢ne vrednosti je primenom
o0

prvog izvoda. Sve teoreme koje ¢emo ovde navesti poznate su kao Lopitalova

pravila.

Teorema 1. Neka su funkcije f i g diferencijabilne u okolini (x, —J, X, + ) tacke

X, pri emu je g'(X,)=0 i neka je lim f(x)=limg(x)=0. Ako postoji
X—>Xp X—>Xp

Iim% onda je

x=x g'(X)

lim 1) _ fjm 10
X—=Xg g(x) X—=Xg g’(x)

1

primert. lim2"X Z| 9| im 100 _jim X _fimL o1,
x—>1 X -1 0 x—1 (X—]_)' x—-1 1 x—1 X

Napomena. Lopitalovo pravilo se moZe primeniti i u slede¢im slu¢ajevima:
1) akoje lim f(x)=lim g(x) =,
X—>Xp X—>Xp
2) akoje limf(x)=limg(x)=0i
X—>0 X—>0

3) akoje lim f(x) =limg(x) = .
X—>0 X—>0
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Napomena. Lopitalovo pravilo se mozZe primeniti vise puta. Ako su finkcije

fMx)igM(x)zai=12,---,n diferencijabilne u okolini (x, — &, X, + &) tatke

x, ondaje lim ) [2} lim [f}_ _im F7P ()

X—Xg g(x) 0 X=X (X) 0 X—Xg g(n+1) (X)

Lopitalovo pravilo se moze primeniti viSe puta i kad je u pitanju neodredeni oblik

o

Primer 2.

X —sin X 0 X —sin x)’ l1-cosx |0 1—cos x
lim 3 :l:_}_“m( 3r)_ 2 [_}_I ( 2r)
X—0 X 0 x—0 (X ) x>0 3X 0 x—0 (3X )
=|.mﬂ=[9}_|im(s'”x) _limeesx _1

x->0  BX 0 x—0 (6)()’ x>0 B

Prilikom izracunavanja grani¢nih vrednosti funkcija mogu se javiti i neodredeni

oblici tipa [0- )], [00],[0001[1“’1[00—00] koji se odgovarajuéom transformacijom

svode na oblik P} ili {f}
0 0

Ako je lim f(x)=0A Ilm g(x) = oo onda je IIm f(x)g(x) = Ilm f(x) {%} ili

X—>Xg

g(X)
fim £ (g(x) = lim (1") F}
(%)
Primer 3.
1
o= [0t 5% | 2 =i 2~ lim 2 - <o
X (xj X2

2 —
Primer 4. Iim[i— 3 j [oo - oo]_llmx+—xlz_{—}—llmzx+1=1.

-1\ x-1 x3-1 ot X% 0] ot 3x?
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Kad imamo funkciju oblika f(x)¢*, mogu se javiti neodredeni oblici tipa

[Ool [oool [1°° ] Tada se primenjuje slede¢a transformacija

lim  (x)°® = lime™®*” = |ime9®nf® _ ¢

X—©

Primer 5. lim(sin x)* = [00]: limeXn@inx _ o
x—0 x—0

Iim‘g(x)ln f(x)

X—0 X—>00

lim x In(sin x)
x—0 — eo — 1

zato Sto je

COS X

lim xIn(sin x) = [0- ()] = lim Insin x ={3}: |im(|”3'”,x) _ limSinx _
x—0 x—0

—lim

x—0

2 2 ' 2 .
X“ COS X 0 . (x“cosx . 2Xcosx—x“sinx O
{—}:Ilmu—llm ==

o0

1 x—0 1 x—0 _ i
— 2
x L

=0

sin X 0 X0 COS X 1

4.8. Analiza toka funkcije

Da bi mogli da nacrtamo grafik realne funkcije y = f (x) potrebno je:

1.
2.

odrediti oblast definisanosti funkcije Df = {x eR|f(x) e R};

odrediti nule funkcije (presek sa x osom) i presek sa y osom;

- reSavanjem jednacine f(x) =0 dobijamo x koordinate preseka grafika
funkcije sa x osom; ako je f(x,)=0 onda je tatka N(x,,0), tacka
preseka grafika funkcije sa x osom.

- ako 0eDf, onda je tacka M(O, f(0)) presek grafika funkcije sa
y-0som;

odrediti znak funkcije; odrediti intervale na kojima je funkcija f pozitivna

odnosno negativna;

ispitati parnost funkcije;

- ako je (Vx e A)(f (—x) = f(x)) kazemo da je funkcija f(x) parna
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- ako je (Vx e A)(f(—x) =—T(x)), kazemo da je funkcija f(x) neparna.

odrediti asimptota funkcije: vertikalne, horizontalne i kose;

ako a ¢ Df iakoje
lim f (x) = +o0 ili liM f(x) =—o0 ili Iirr] f(x) =+ ili Iirr] f(x) = —0
onda je prava x = avertikalna asimptota;

akoje lim f(x)=b ili lim f(x)=b, onda je prava y = bhorizontalna
X—>—0

X—>+0

asimptota;

ako je a= Iimﬂ i b=lim(f(x)-ax) onda je prava y = ax+b kosa
X—wo X X—>0

asimptota;

ukoliko postoji horizontalna asimptota, onda ne postoji kosa i obrnuto.

odrediti intervale monotonosti i ekstremne vrednosti;

naci prvi izvod funkcije, f’

odrediti nule prvog izvoda i znak funkcije f'

odrediti znak prvog izvoda; na intervalu gde je prvi izvod pozitivan,
f'(x) > 0, funkcija je monotono rastuca, na intervalu gde je prvi izvod
negativan, f'(x) <0, funkcija je monotono opadajuca

ako je f’(c) =01 za vrednosti manje od c funkcija je monotono
opadajuca, a za vrednosti vece od ¢ funkcija monotono rastu¢a onda
funkcija u tacki ¢ ima lokalni minimum ¢ije su koordinate P, (c, f(c)),

a ako je za vrednosti manje od ¢ funkcija je monotono rastuca, a za
vrednosti veée od ¢ funkcija monotono opadajuca onda funkcija u tacki €

ima lokalni maksimum ¢ije su koordinate P, (c, f(C)).

7. odrediti intervale konveksnosti i prevojne tacke;

odrediti drugi izvod funkcije f",

- odrediti nule drugog izvoda funkcije
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- odrediti znak drugog izvoda funkcije; na intervalu gde je drugi izvod

pozitivan f"(x) > 0, funkcija je konveksna, a na intervalu gde je drugi
izvod negativan f"(x) <0, funkcija je konkavna;

- odrediti prevojne tacke funkcije; ako je f"(x,) =0 i u toj tacki funkcija
menja konveksnost (iz konveksne u konkavnu ili obrnuto) onda je
P(X,, f(Xy)) prevojna tacka.

Na osnovu izvrSene analize, moZe se skicirati grafik funkcije f(x).

X’ +4x -5

Prime 1. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = 3
X j—

1) Oblast definisanosti: Kako deljenje nulom nije definisano, racioanlna funkcija
nije definisana za one vrednosti za koje je izraz u imeniocu (ispod razlomacke crte)
jednak nuli.

x-3=0zax=3.Dakle Df = {x eR[x = 3}: (=0,3) U (3,40).

2) Nule funkcije i presek sa y osom. Vrednosti argumenta x za koje je funkcija
jednaka nuli, nazivaju se nule funkcije (presek sa x osom). Racionalna funkcija je
jednaka nuli za one vrednosti za koje je izraz u brojiocu (iznad razlomacke crte)
jednak nuli. y=0< x2 +4x—-5=0. Izraz u brojiocu je kvadratna funkcija. Nule

kvadratne funkcije se dobijaju reSavanjem kvadratne jednacine.

Opéti oblik kvadratne jednadine je ax? +bx + ¢ = 0. Redenja se dobijaju po

—bi\/b2 —4ac

5 . Ako je diskriminanta D = b? —4ac> 0,
a

slede¢em obrascu X190 =

jednacina ima dva resenja, ako je D = 0, jednacina ima jedno reSenje, a ako je D <
0, jednacina nema resSenja.

U ovom primeru je D =16 + 20 = 36, pa jednacina ima dva reSenja

_ A+ 4/ _ _4_
x12=4_—36. X = 4+6=1, a Xp = 4 6=—5.Toznaéidaova‘funkcija
’ 2 2 2

ima dve nule, odnosno dva preseka sa x 0som Ni(1, 0) i No(-5, 0).
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Presek sa y osom se dobija kad se za vrednost argumenta X uzme nula i izraGuna

vrednost funkcije. x=0=y = —2 = % Presek sa y osom je tacka M(0, 5/3).

3) Znak funkcije. Znak kvadratne funkcije y = ax? +bx +c zavisi od znaka
konstante a i vrednosti determinante D.
Akojea>0iD>0,y>0za xe(—0,%)U(Xy,+0),ay<0za xe (X, Xp).

o T e SR S S A A bbb

X1 X2

Ako jea> 01D =0, jednacina ima samo jedno resenje i kvadratna funkcija je
pozitivna za svako x iz oblasti definisanosti, 0osim za reSenje X3 = Xo.

t+++++++++++++ F+++++++ A+

|
X1 = X2
Ako jea>0iD < 0, jedna¢ina nema reSenje, pa kvadratna funkcija

y= ax? +bx +c nema presek sa x osom i y > 0 za svako x iz oblasti definisanosti.

Akojea<0iD>0,y>0za xe(x,Xp),a y<0za xe(-o,x)U(Xp,+0).

-------------- T ik o ok o o S o S

X1 X2

Ako jea<0iD =0, jedna¢ina ima samo jedno resenje i kvadratna funkcija ima

negativan znak za svako x iz oblasti definisanosti, osim za reSenje x; = Xo.

Ako jea<0iD < 0, jedna¢ina nema resnje, pa kvadratna funkcija

y= ax? +bx+c nema presek sa x osom iy < 0 za svako x iz oblasti definisanosti.

U naSem primeru znak odredujemo na slede¢i nacin:
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++ 4+ + + + + ++ 4+ +++ + 4+

X2 +4x -5 ! |
-5 1
+ 4+ + + +
_______________ |
X-3 I
3
x2+4x—5
AL |++++++ --- |+ ++++
X—3 | | I
-5 1 3

Dakley>0za xe (-51)U(3,+©),ay<0za x € (—0,-5) U (1,3).
4) Asimptote.
Ako funkcija nije definisana u tacki a, funkcija ima u toj tacki vertikalnu
asimptotu ukoliko vazi lim f(x) = zeo ifili lim f(x) = +co.
x—a x—>a
U naSem slucaju funkcija nije definisana u a = 3. Ispitacemo kakve vrednosti

funkcija dobija u okolini te tacke.

X2 +4x-5 x=3+h . (3+h)*+4(3+h)-5
(122 -l rtees

m=— "5~

X3 h>0h—0 o0 3+h-3
. 9+6h+h?+12+4h-5 .. h?+10h+16 16
-lim : it
h—0 h—0

Za odredivanje grani¢ne vrednosti upotrebili smo smenu X = 3 + h, gde je h mala
pozitivna veli¢ina koja tezi nuli. Na osnovu dobijene grani¢ne vrednosti,
zakljuCujemo da kad x tezi ka 3 sa desne strane funkcija tezi +oo.

I x?+4x-5 ( x=3-h i (3-h)*+4(3-h)-5 _
M= 73 “lhsoh-o) HM 3703

X—3"

h?-10h+16 16 _
~h -0

. 9-6h+h*+12-4h-5 .
lim h =lim
h—0 h—0
Sada smo upotrebili smenu x = 3 — h, gde je h mala pozitivna veli¢ina koja tezi

nuli. Na osnovu dobijene grani¢ne vrednosti, zaklju¢ujemo da kad x tezZi ka 3 sa
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leve strane funkcija tezi -oco. Dakle prava x = 3 je vertikalna asimptota funkcije i
sa leve i sa desne strane grafika.

Ukoliko vazi |im f(x)=b i/ili |jm f(x)=b, onda je prava y = b, horizo-

X—>400 X—>—00
ntalna asimptota.

Grani¢na vrednost racionalne funkcije kad X — oo, odreduje se na slede¢i nacin:

n n-1
aox +a1X +"+an71X+an

Opéti oblik racionalne funkcije je 1
box™ + b X" +---+b, ;X +b,,

n n-1
aox +a1X +"+an71X+an

lim

m m-1
x—o DX+ X" 4o+ b X+Db,
0

0
(sorafrvafoen
X"l ap +a, +a,,
[im
X (b +bz/+ ~+b,, 7L
0
X% +4x-5

UnaSemprimeruje n=2,m=1,paje ||m———=—=»
X—>0 xX-3

Sto znaci da vertikalna asimptota ne postoji. Vertikalna i kosa asimptota se
uzajamno iskljucuju, ako postoji jedna ne postoji druga. U ovom primeru ne postoji
horizontalna asimptota, pa ¢emo ispitati da li postoji kosa asimptota.
X
Opéti obrazac za kosu asimptotu jey = ax +b, gde je a=|jm—— it )
X

X—>00

b=jm (f (x)-ax).

X—>»00
U naSem primeru je
x? +4x-5
a|i =3 _|; x2+4x—5_|. x> +4x-5
Im X X'_(D x(x —3) XLT x% —3x

X—>»00

=1
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=7

b Iim(xz +4x—5_X]: i X% +4x—-5-x% +3x _ Iim?x—S
o0 Xx—3 o0 x—3 o X—3

pa je kosa asimptota y = x + 7. Da bi nacrtali kosu asimptotu, dovoljne su nam bilo

koje dve njene tacke. y(0) = 7, y(-7) = 0. Kosa asimptota prolazi kroz tacke K;(0,

7) i Ky(-7, 0).

5) Monotonost funkcije i ekstremne vrednosti.

Da bi odredili ekstremne vrednosti i intervale monotonosti, potrebno je da nademo

prvi izvod funkcije i nule prvog izvoda.

Za nalazenje izvoda racionalne funkcije upotrebi¢emo formulu za izvod koli¢nika.

v 2

u u'v—uv’ . ...
(—] = . U nasem slucaju je u = x2 +4x -5,
Y

v=Xx-3, u' =2x+4, v =1.

,={x2 +4x—5]’ _ (x2 +4x—5)'(x—3)—(x2 +4x-5)(x-3)’ _

X3 (x-3)
(2x+4)(x—3) = (x? +4x—-5)-1  2x? —6x+4x—12—x? —4x+5 x? —6x—7
(x-3) (x-3) (x—3)

6+36+28 _6+V64 _6+8
2 2 2

& X =E=7, X :_—2:—1:> y,:—(X—7)(X+1)
175 277 (x—3)2

y':0c>x2—6x—7:0<:>x172:

Dakle, nule prvog izvoda su x; = 7 i X, = —1. Sada treba odrediti znak prvog izvoda.
Kako je u imeniocu funkcije y', izraz (x — 3)* koji je pozitivan za svaki realan broj

(zbog toga Sto je izraz na kvadrat), znak funkcije y’ zavisi samo od znaka kvadratne
funkcije u brojiocu X2 —6x—7= (x=7(x+1).

++ 4+ + A+ - - - - - - ++ 4+ + + + +

X2 —6x—7 | |
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y’> 0 za xe (-0, -1)U(7, -0), pa je funkcija monotono rastu¢a na tim intervalima;
y'< 0 zaxe(-1, 7), pa je funkcija monotono opdajuca na tom intervalu. U tacki x =
—1, funkcija menja svoju monotonost, iz monotono rastuc¢e prelazi u monotono
opadajucu, pa u toj tacki funkcija ima lokalni maksimum. U tacki X =7 iz
monotono opadajuce, funkcija prelazi u monotono rastucu, pa u toj tacki ima
lokalni minimum. y koordinatu maksimuma dobijamo kad za vrednost argumenta u

funkciji zamenimo x = —1.

(-D)°+4-(-)-5_-8

Ymax = Y(=1) = 13 " 2, Prax(~1, 2) - koordinate maksimuma
72 +4.7-5 72 _ N
Ymin = Y(7) = 73 = 7 =18, Pnin(7, 18) — koordinate minimuma
. . " " 32 . .
7) konveksnost, konkavnost i prevojne tacke y" = ( 3)3 ; drugi izvod funkcije
X i

nema nule, pa funkcija nema prevojne tacke; funkcija je konkavna za x e (- ,3),

konveksna za x e (3,+)

(x=3)° |
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30 -

w| \ e

0=

-20

) . 10 0

2
Primer2. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = X +x=2

(x+3)%
1) oblast definisanosti (—o0,—3) U (—3,+x) ;

2) nule funkcije N1(-2,0), N2(1,0); presek grafika funkcije sa y-osom M(0,-2/9);
3) znak funkcije za x € (—0,-2) U (L,4+x),y >0,azax e (-2,1),y <0 ;

4) asimptote: vertikalna asimptota x = —3; horizomtalna asimptotay = 1;

5) monotonost i ekstremne vrednosti y' = 5X_+73 ,
(x+3)

za X € (—0,—3) U (-7/5,+x) funkcija je monotono rastuéa, a za x € (-3,—7/5),
funkcija je monotono opadajuca; funkcija ima minimum u tac¢ki Ppin(-7/5,-9/16);
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6) konveksnost i prevojne tacke y” = % , funkcija je konveksna
X +

za X € (—0,—3/5), konkavna za x € (—3/5,+) i ima prevojnu tacku P(-3/5,-17/8)

lar
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Zadaci

Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije :

x* 2x° 2x° x? 1-x)°
1) y= 2) y= 3) y=—"— 4) y= ,5) y= ,
)Y 2(x +1)? )Y (x—2)? )Y x> —4 )Y x* +12 )Y 2x?
(x-2)° 1-x° x° 6x —x* -9
6) y= D gy y 1K gy X gy XX 29
)Y 3(x+2)° )Y x? )Y x> -3 )Y X—2
— 2 2 2 _ 2 _
10) y:3x X 11) y:X +3x,12) y:w,m) y:X 3X 10’
x—4 X+4 x-1 X+3
14) y:X +4x—5’15) y:X +5X_6,16) y:—x —x+2,
x=3 X—2 X—2
—x? —x?_ 2 _ 2
17)V=M,18)y=M,19)y:L2,20)y:X—X+1,
X+2 x+1 X—2 X—1
2 2 2 2
X" -4 X —6x+8 X —2x-3 X% + 3x
21) y= 22) y="——— 2B) y="TT " 24) y= ,
)y 1-x? )Y X% —2x+1 )Y 2X — x? )Y (x+4)?
2x? -1 x? +3x x* -1 x* -2
25) y = ,26) y = 27) y = 28) y = ,
)y (x-1)2 )Y (x+1)? )Y X% +1 )Y (x—2)?
x* +2x+1 x° x% -1 X2
29 :—130 = ,31 :—’32 = ,
)Y x* +1 ) (x-1)° )Y 5x° + 3x )Y x* -3
X" -2 (x-1)? (x+1)? X—2
33) y= )y y="_~ 3 y="""7 3 y=—" =
)Y (x-2)° )Y (x+1)° )y (x-1)° )Y x> —2x-3
X+3 5-X 3x? -1 (x+1)°
37 =——,38) y= ,39) y= ,40) y =
VY= 3 Yy Y= )y (D)
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4.9. Diferencijal funkcije

Nekaje y= f(x), f:A—> R, Ac R, funkcija i neka je x € A proizvoljna tacka u
kojoj je funkcija f diferencijabilna. Tada postoji grani¢na vrednost

£/ =y = lim A1) _ fjm &Y
Ax—0  AX Ax—0 AX

. . . . A
i ona je konac¢na. Oznac¢imo sa « razliku a(Ax) = A_y -y
X

Tada vazi !im)a(Ax) =0
PriraStaj funkcije mozemo izraziti u obliku Ay = y’- AX + a(AX) - AX.
Kad Ax— 0, ondai a(Ax)-Ax — 0 kao proizvod dve beskona¢no male veli¢ine.
Prema tome y'-Ax je glavna vrednost prirastaja funkcije, i ona se naziva
diferencijal prvog reda funkcije i obelezava se sa df (x)ilidy . Znaci diferencijal
funkcije je

dy =df (x) =y'-Ax = f'(x)-AX.

Ako za funkciju f(x)uzmemo f(x)=x, f'(x)=1, padobijamo
df (x) = dx =1- Ax. Dakle dx = Ax, pa ¢emo nadalje zapisivati
dy = y'dx ili df (x) = f'(x)dx

Odatle je y' = % , Sto predstavlja vezu izmedu prvog izvoda funkcije i
X

diferencijala prvog reda funkcije.

Pravila za izracunavanje diferencijala funkcije

Neka su funkcije u = f(x), i v=g(x) diferencijabilne u tacki X € A. Onda se na

osnovu definicije diferencijala funkcije i teoreme o pravilima diferenciranja mogu

dokazati sledec¢a pravila za izracunavanje diferencijala funkcije:
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(1) d(au+bv)=adu+hbdv, a,beR,
(2) d(u-v)=u-dv+v-du,

3) d(g]_v.du—u-dv

= vz0.
Vv Vv

Diferencijal drugog reda definise se kao d*f(x) £ f"(x)(dx)?, a diferencijal n-
tog reda definide se kao d" f(x) £ f ™ (x)(dx)".

(dx)" éemo zapisivati kao dx", pa ako umesto f(x)koristimo y dobijamo

d"y = yMdx" = y™ =ﬂ.

dx"

Primer. Odrediti diferencijal sledec¢ih funkcija
1) y=sinx, 2) y=x*-2x+1, 3)y=cos(2x+2), 4) y = xInx

1) y=sinx,
dy = y'dx = cos xdx

2)y = x> —2x+1,
dy = (2x — 2)dx = 2(x —1)dx

3) y =cos(2x + 2)
dy = -2sin(2x + 2)dx

4)y =xlInx

dy = (xInx)'dx = xd (In x) + In xdx = xidx +Inxdx = dx + In xdx = (L + In x)dx
X
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5. NEODREDENI INTEGRAL

Neka je funkcija f(x) definisana na (a,b) < R. Diferenciranjem date funkcije f
dobija se izvodna funkcija f'(x). Moze se postaviti pitanje da li za datu funkciju f
postoji funkcija F(x) takva da je (Vx e (a,b)) F'(x) = f(x).

3 2

Primer 1. Za f(x)=x*, F(x) :X?jer je F'(x) :3%: X2,

Definicija 1. Neka je funkcija f definisana na (a,b) < R. Funkcija F(x) je primiti-
vna funkcija za funkciju f naintervalu (a, b) ako vazi (vx e (a,b)) F'(x) = f(x).

Teorema 1. Ako je funkcija F(x) primitivna za funkciju f na intervalu (a,b) c R,
tada je i funkcija F(x)+C, gde je funkcija C proizvoljna konstanta, takode
primitivna funkcija za funkciju f(x).

Dokaz. Iz pretpostavke da je funkcija F(x) primitivna za funkciju f na intervalu
(a,b) c R, vazi(vx e (a,b)) F'(x) = f(x).

Onda vazi (Vxe(a,b))(F(X)+C)' =F'(x)+0=f(x), pajei F(x)+C primiti-
vna funkcija za f(x).

Ako za datu funkciju f (x) postoji primitivna funkcija F(x), onda za f(x) postoji

beskona¢no mnogo primitivnih funkcija koje se od F(x) razlikuju za konstantu.

Definicija 2. Proizvoljnu primitivnu funkciju za datu funkciju f na intervalu (a,b)

nazivamo neodredeni integral funkcije f i zapisujermo j f(x)dx =F(x)+C.

f (x) se naziva podintegralna funkcija, a f (x)dx je podintegralni izraz.

Primer 1 . Dokazati da je J'% =In[x|+C.
X
1
f(x) ==, Df =(-,0) U (0,4+x).
X
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, a

(Vxe (—oo,O))(In|x|)' = (In(—x))" = _ix(—l) =%

(¥x & (0,+5))(InfX)’ = (In(x))’ =%

pa je {In|x| + C} skup primitivnih funkcija za funkciju f(x) = e
X

Osobine neodredenog integrala

Teorema 2. Izvod neodredenog integrala je podintegralna funkcija.

(I f(0dx) = 1 (x)
Dokaz.

(i £(0dx) = (F(0+C) = F'(x) = f(x).

Teorema 3. Diferencijal neodredenog integrala je podintegralni izraz.
d([ £ (dx)= f(0ax
Dokaz.

d([ £ (dx)= ([ 1 (x)dx) dx = £ (x)ax jer je dy = y'dx.

Teorema 4. Neodredeni integral diferencijala funkcije F(x) jednak je F(x) + C.
[dF()=F(+C

Dokaz.

de(x) = jF'(x)dx = j f(x)dx = F(x) +C

Teorema 5. (Osnovna pravila integracije) Neka postoje I f (x)dx, jg(x)dx I neka

je A # 0realna konstanta. Tada vaZze jednakosti

1) [ 2f ()dx = A[ £ ()dx ; 2) [ (0 +g())dx= [ f(x)dx+ [ g(x)dx
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Tablica integrala

n+1

1. J'dx:x+C 2.J'x"dx:X +C,n=-1
n+1
dx « a*
3. f—=|n|x|+C 4. Ia dx="—+C,a>0a=1
X Ina
5. jexdx:eX+C 6. Isinxdx:—cosx+C
7. jcosxdx:sinx+C 8. j dx=tgx+C
cos? x
9. I _12 dx = —ctgx + C 10. | dx = arcsinx + C

Vl—x2

SIn”~ X

1
11. Il+ % dx = arctgx+ C

12] ax :larctgidrc,aeR,a;tO

x’>+a’> a a
13. jizilnx a+C,aeR,a¢0
2_g%2 2a |x+a
14[\/7 ‘x+ x?+a’|+C.

dx = arcsm +C

15. IJ_____

Neki integrali se mogu, transformacijom podintegralne funkcije, svesti na tablicne
integrale, kao u slede¢im primerima:
1) j(2x2 +9x—5)dx = I2x2dx + I9x - I5dx =2jx2dx + 9Ix - SIdx =

X3 2

2% 19X _sxicC
3 72

5 1 ) 1 x _x?
2) J' X" +2X+— dx:jx dx+2_[x+J'—dx:—+2—+Inx+C:
X X 3 2

X3
== +x*+Inx+C
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1

—+1
2

1
3) J-(Z\/;—ex)dx=J.2\/;dx—J'exdx:ijzdx—ex:2)1( -e*+C=
—+1
2
3
2
—2%—e +C =2 \/x—3—eX+C
2
x2 +2 x? +1+1 x2+1 [ 1 j
4 ——— “dx= dx =1+ dx =
)Ix +1 I x? +1 j[x 1 X +1J '[ x? +1
= |dx+ dx == x+arctgx+C
J. Ix2+1 d
sin? x 1—cos? x ( 1 j
5 tg > xdx = dx=|—— "dx = —1ldx = dx — | dx =
) jg J'coszx I cos? x I cos? x jcos X I
=tgx—x+C
dx 1 X
6) I2x 9 I( j_ I 5 2_iarctgiJrC_
") vz V2 V2
V2 g 2y
3 3

5.1. Integracija pomocéu smene

Cesto se kao podintegralna funkcija javlja sloZena funkcija za koju primitivnu
funkciju ne mozemo naci direktno u tablici integrala. U tom sluc¢aju primenjujemo
metod smene kako bi integral slozene funkcije sveli na tabli¢ni integral.

Neka je podintegralna funkcija oblika f (¢(x)). Da bi nasli integral ovakve

funkcije I f (p(x))dx treba uraditi sledece:

1) uvesti smenu t = ¢(x) ; odatle je x = @ *(t) ;
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2) diferenciranjem leve i desne strane dobijamo dx:((p‘l(t)) dt, pa integral

[ f(p(x)dx dobija oblik [ f(t)(p™(t))dt, koji bi trebalo da se relativno lako

reSava primenom tablice;
3) u dobijenoj primitivnoj funkciji F(t) zamenjujemo t sa ¢(x) .

Primer 1. jsin 2xdx , U ovom primeru je
f (x) =sinx, ¢(x) =2x, f(p(x)) = f(2x) =sin 2x
t =2x
. o dt 1. 1
jsm 2Xdx = [x L %] = J'smt? = EIsmtdt = E(—cost) +C=

= —10052x +C
2

Smena moze biti i oblika g(t) = ¢(x) §to ¢emo videti u slede¢em primeru.

Primer 2.
2xdx t2=x2-4 2tdt tdt 5
—_— = =|—==2|—=2|dt=2t+C =2 -4 +C
J.1/x2 —4 [tht = 2xdxj J-JtZ '[ t -[ " X "

Ako je podintegralna funkcija oblika f (ax +b), gde je j f (x)dx tabli¢ni integral,

onda primenjujemo slede¢u smenu

t=ax+b
[ f(ax+b)dx=| dt = adx =jf(t)idt=1jf(t)dt
a a ’
dx = —dt
a

Na ovaj nacin se integral svodi na tabli¢ni integral.

Primer 3. I(3x +2)°dx Ovaj integral je najsli¢niji tabli¢nom integralu

n+1

+C,n# -1 Zato ¢emo upotrebiti smenu t =3X+ 2.

e X
jde_n+1
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t=3x+2

2 2 2
[@x+2)°dx=| dt=3dx |- [tEat-Lfwt-2t o=t o2 ¢
1 3 3 32 6 6
dx =—dt
3
Primer4.
t=3x+4 . 1 .
Isin(3x+4)dx= dt = 3dx =Jsint—dt=—jsintdt:—(—cost)+C:
1 3 3 3
dx = —dt
3
1
—gcos(3x+4)+C
Primers.
t=6-7x
[ L dx=| dt=-7dx =j1 =1 1o|t=—1|n|t|+c=—1|n|6—7x|+c:
6—7x -1 t\ 7 7°t 7 7
dx = —-dt
7
Primer6.

1 1 t=2x 1., 1 1 1
———dX=|——=dx| dt =2dx |== dt = —arctgt + C =—arctg2x+C
I1+ 4x? I1+(2x)2 1 2 J'1+t2 2 1Y 2 1Y

dx =—dt
2
Primer 7.
t=2x
2

[ = [tk = [ x| dt = Sk | = =2 [ i =
V4-9x? 4£1_9X2] 2 V2 2| 23

4 2 1—(2Xj dx = Zdt

1arcsint+C :larcsin§x+c
3 2 2
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Ako su podintegralne funkcije oblika f(x)- f*(x)ili f'(x) uvodi se smena

f(x)
(dtt::ft((:))dxj

Primer 8.
_ , t = cos X 2 t cos® x
jsmxcos xdx = _ :jt dt=—+C = +C
dt = sin xdx 3 3
Primer 9.
t=x%+1
xcos(x2 +1)xdx = dt = 2xdx |= 1_[costdt = %sint+ C= %sin(x2 +1)+C
xdx zidt
2
Primer 10.
t = cos X _
jtgxdx Ismx _ = ﬂ:—Int+C:—In(cost)+C
COoS X dt = —sin xdx t

Integrali u kojima u podintegralnoj funkciji javlja kvadratna funkcija ax?® +bx+c

mx +n mx +n
I dx

Iax +bX+C’I\/ax +bx+c’ Iax +bX+C vax? +bx+c
I\/ax2+bx+c dx

Kvadratnu funkciju svodimo na kanonic¢ni oblik

) ( bjz 4ac —b?
ax“ +bx+c=al| x+—| +——
2a 4a*

I primenjujemo smenu t = x +2£ =dt=dx.
a
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Kod integrala oblikaf , Smenom t = X +2£a dobijamo neki od

ax? +bx+c
e L ) dt dt .. cdt
tabli¢nih integral oblika , ili |—=.
9 It2+p2 J.tz_pz J‘tz
Primer 11.
S 1
dx dx t=x-— dt 1 |t—5
I 2 =I 2 2~ 2 |= 2=§|nt 1 -
X® —5X+6 5 (1 dt = dx 2 1 +5
2 2 2
x_—5_1 _
S a1 P U LS O
2 |X—5+73 2 |x-2

dx

J-\/axz +bx+c

tabli¢nih integral oblika

Kod integrala oblika , Smenom t = x+2£ dobijamo neki od
a

dt .. pdt
- ili -[T

dt
I\/tzipz ' I\/pz—t
Primer 12.

dx B dx ft=x+g)_ 1 dt 1 (2. 7
I\/2x2+x+1_'|.\/2 _(dt=dX4J_\/§J‘ —\/Eln"H tr

+C =

(e f

o~

1 2
1 1 7
——Inlx+1+ (X+—) +-L|1+C

2

5.2. Parcijalna integracija

Neka su u=u(x)iv=v(x) funkcije. Znamo da je (u-v)'=u'v+uv’. Integracijom
leve i desne strane dobijamo j(u-v)’dx:j(u’v+uv’)dx. Na osnovu teoreme 4

I(u-v)’dx:jd(u-v):u-v+C , pa dobijamo I(u’v+uv’)dx=u-v+C.
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Primenom teoreme 5 I(u V+uv)dx = Iu'vdx + Iuv’dx = jvdu +Iudv , Jer je

du =u'dx,dv =v'dx. Na osnovu toga dobijamo Jvdu + Judv =u-v+C. Odatle

dobijamo formulu za parcijalnu integraciju
J.udv= u -v—_[vdu+C :

Kod podintegralne funkcije za u biramo mnozitelj koji je pogodan za diferencira-
nje, a ono Sto je ostalo zajedno sa dx ¢ini dv i treba da bude pogodno za nalazenje
integrala.

Primer 1.

g u =X, du =dx § g K e e D
Ixe X = dv=exdx,v=J.ede=eX = Xe —_[e x=xe” —e" +C=e"(x-1+

Primer 2.

Kod integralajx2 Inx dx, lakSe je uzeti za u = Inx jer je izvod funkcije Inx tabli¢ni

izvod, dok se integral ove funkcije teze odreduje.

dx
u=Inx,du=— 3 3

dx X 1
[ x? Inxdx = X s |=nx)- X [ X X [xax -
dv=x2dx,v=Ix2dx:% 3 3 3

Primer 3. U slu¢aju integrala J'In x dx opet uzimamo za u = Inx, a za dv ostaje dx.

u=|nx,du=%

Ilnxdx: X =(Inx)-x—jx-%=xInx—Idx=xInx—x+C
X
dv:dx,v:jdx:x
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Primer 4. Kod nekih integrala potrebno primeniti parcijalnu integraciju vise puta
kako bi se doslo do resenja.

u=x2,du = 2xdx

szsinxdx: = x? ~(—cosx)—j(—cosx)-2xdx=

dv = sin xdx,v = Isin XdX = —COS X

U, = X,du; = dx
2
=—-X cosx+2jxcosxdx: ) =
dv, =cosxdx,v; = jcos Xdx = sin x

— X2 cos X + 2(xsin X —Isin dx)z —x% cosx + 2(xsin x — (—cos x))+ C =

—Xx2cosX+2sinx+2cosx+C

Primer 5.

u=e” du=e*dx

Iexsinx dx = :ex(—cosx)—j—cosxexdx:

dv = sin xdx,v = .fsin XdX = —Cos X

) ) u, =e*,du, =e*dx
=—e cosx+je cos xdx = ) =
dv, =cosx,v; = Icos Xdx = sin x

=g cosx+exsinx—jexsin xdx

U ovom primeru smo nakon dva puta primenjene parcijalne integracije opet dobili
polazni integral. Da bismo dosli do reSenja obelezicemo ovaj integral sa

| = I e” sin xdx , pa do reSenja dolazimo reSavanjem jednacine

| =—e*cosx+e*sinx—1

21 =—e*cosx+e*sinx

I :%(—eX cosx+e*sinx)+C

Iex sin xdx =%(—eX cosx+e*sinx)+C
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5.3. Integracija racionalnih funkcija

Definicija 3. Neka su q,(x)i p,(x)realni polinomi i neka je stepen polinoma

P, (X) razli¢it od nule. Funkcija definisana formulom

f()_qm(x) aox +a1 1y, ~+a, 1)
Pa(X)  bex" +b X" +---+ b,

gdesu a;,i=1..,m, b;, j=1...,n realni brojevi, naziva se racionalna funkcija.

Ako je stepen polinoma g, (x) manji od stepena polinoma p,(x) (m <n), onda se

funkcija naziva prava racionalna funkcija, u suprotnom je neprava racionalna
funkcija.
Ako je racionalna funkcija zadata formulom (1) neprava racionalna funkcija, onda
postoje polinomi s, . (x)ir (x),k <n, tako da se f na jedinstveni nac¢in moze
zapisati u obliku
() = 500+ <)

Pa(X)

Polinom s, . (x) dobija se deljenjem polinoma g, (x) polinomom p,(x), a r,(x)
je ostatatak deljenja.

k(X)
Integracijom leve i desne strane dobijamo If(x)dx jsm n(x)dx+j 0. (x
Polinom p,(x) se na osnovu teoreme o faktorizaciji moze zapisati u obliku

P (X) =l (X = X) ™ - (X = X) % -+ (X=X )* (X + e x+ )P - (x* + ¢ x+ )™

gde je oy + o, +- 40 +2(By +P, +--+P)=n i’ —4d, <0,i=1r

Faktoru (x—x;) ,i= Lk, odgovara zbir parcijalnih razlomaka
A A,

A + 2t — (2)
X=X (X=x) (X =)™
a faktoru (x* +cjx+dj)ﬂj odgovara zbir parcijalnih razlomaka

B, x+C,

281X+C1 N ZBzX+Cz RS I = )

X“+c;x+d; (X" +c;x+d;) (x2+cjx+dj)'
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. . (X . . . o
Dakle pravu racionalnu funkciju ). mozemo rastaviti kao zbir parcijalnih

Pa(X)

razlomaka, pa se integral J%dx svodi na zbir intagrala parcijalnih razlomaka
X
n
. Bsx+Cq " . N
oblika J. dx i J. 5 dx koji se dalje mogu reSavati metodom
(x— x) (x* +c;x+d;)°
smene.
Primer 1.
I X2 +x+1
(x—1)* (x+2)
: N . A . B
Faktoru (x —1)* odgovaraju parcijalni razlomci i > a faktoru
x-1 (x-1)

(x + 2) odgovara parcijalni razlomak

X+2

x*+x+1 A B C _AX-D(x+2)+B(x+2)+C(x— 1)°
x-D2(x+2) x-1 (x-1)2? x+2 (x=1)%(x+2)
AX® +2AX— AX—2A+Bx+2B+Cx* -2Cx+C _ x*(A+C)+x(A+B-2C)-2A+2B+C
(x=1)%(x+2) (x-1D?(x+2)
x> +x+1  x*(A+C)+x(A+B-2C)-2A+2B+C

(x=1)*(x+2) (x=1)*(x+2)

Izjednacavanjem leve i desne strane gornje jednakosti dobijamo sistem jednacina

A+C=1=A=1-C

A+B-2C =1 2:;(;00
—2A+2B+C =1 ZB_ 3c_ 5
A=1-C AolC
1-C+B-2C =1 =T . ,
~2(1-C)+2B+C =1 =B=1C=_. A=

X2+ x+1 2 1 i

5 = + >+

(x-D°(x+2) x-1 (x-1)° x+2
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=J~ X +x+1 =_J- I dxs L idx

(x-1)%(x+2) x—1 (x - ) 3 x+2

—I I dx = (t_x 1J ﬂ-ﬁ-jﬂ:—l |t 1 2In|x— b
x-1 (x—1)? dt=dx ) 39t t2 3 x-1

1 de (t—x+2j $:1|n|t|=lln|x+2|
37 x+2 dt = dx 30t 3 3

I =Eln|x—]4—i+lln|x+2|+c
3 Xx-1 3

Primer 2. I 1
X —

Podintegralna funkcija X3+ 2

nije prava racionalna funkcija, pa ¢emo polinom u

brojiocu podeliti polinomom u imeniocu.

(x° +2): (x*-1) = x*
x> = x°

X2 +2

Deljenjem polinoma smo nepravu raciomalnu funkciju sveli na zbir polinoma i
X422  , x2+2

3 . Xt 3

x* -1 x°-1

Ii3+2dx I{ x3+1JdX IX2dX+Ix+1 x:x?+l1

prave racionalne funkcije

x° —1=(x-1)(x?+x+1), jednadina x>+x+1=0 nema realna reSenja pa se

polinom x? + x+1=0 ne moZe dalje rastavljati na faktore. Faktoru x —1 odgovara
Bx+C

s A o
parcijalni razlomak —— , a faktoru x? + x+1 parcijalni razlomak > .
Xx—1 ’ X +x+1
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x2+2 A Bx+C
= +

T = > . Sada treba odrediti vrednosti koeficijenata A, B i C.
x°-1  X-1 x“+x+1

X242 A(X®+x+D)+(Bx+C)(x-1) Ax®+ Ax+A+Bx® —Bx+Cx-C
x3-1 (x=1)(x* + x+1) (x=1)(x* + x+1)

x?+2 x*(A+B)+x(A-B)+A-C
x3-1 (x-1)(x* + x+1)

Izjednacavanjem leve i desne strane gornje jednakosti dobijamo sistem jednacina

A+B=1=>B=1-A

A-B+C=0

A-C=2=C=A-2
A-(1-A)-(A-2)=2< A=1B=0,C=-1

x>+2 1 0-x—1 1 1
= +

-1 X-1 x24+x+1 X-1 x2+4+x+1

Y Y R
Xx—1 X% +Xx+1

| _J-X +2

jidx:(hx‘l] 9o = tnfx—1
X—1 dt = dx t

1 1 1 t—x+1j 1
Ix2+x+1 '|.(x+%)2+f1 J.(x+%)2+(‘§)2 (dt—dx It2+(‘?)2
arCtg 2 —ar Cth:iarctgw
B f NG NERRRVE] V3
2 2x+1
I, =1 ——arct
p =Injx— ]1+\/§arcg i
IXS+2dx=X—3+In|x—]4+ 2 arctg 2+l e
x3 -1 3 V3 V3
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Primer 3. _[ %
x3 +

X2 +1=(x+1)(x? —=x+1), jednadina x> —x+1=0 nema realna reSenja pa se
polinom x? — x+1 ne moZe dalje rastavljati na faktore.

1 A N Bx+C A(x —x+l)+(Bx+C)(x+1)
B4l x+1 x2—x+1 (X+1)(x* —x+1)

Ax? — Ax+ A+Bx%> +Bx+Cx+C x?’(A+B)+x(B+C—-A)+A+C
B X+ —x+1) B X+ —x+1)

1  x*(A+B)+x(B+C-A)+A+C
x3+1 (X+D(x* —x+1)
konstanti A, B i C formiramo sistem jednacina

Iz jednakosti se odreduje vrednost

A+B=0
B+C-A=0
A+C=1
Ovo je sistem od tri jednacine sa tri nepoznate koji mozemo resiti metodom smene.
Iz prve jednacine izrazimo B =-A, iz trece C =1— A. Tako izrazene B i C zame-
nimo u drugoj jednacini i dobijamo — A+1—- A—A=0. Odatle je
A=E,B=—1,C=34mm
3 3 3
I_gi_zl dx 1 X—2
¥+l 39 x+1 39 (x2-x+1)

_dx [tz“l] 9ot = tnfx +1
x+1 dt = dx

2x -1 3 d 1 3 4 4
s ﬂﬁﬁ'”‘xz“ﬂzaamg%
X—= | +—
2 4

B 1 2 4x
_In|x+]4+EIn‘x —x+ﬂ—2arctg?+c.

dx
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Pitanja i zadaci
1. Navedi definiciju primitivne funkcije.

2. Navedi definiciju neodredenog integrala. Sta je podintegralna funkcija, a $ta
podintegralni izraz?

Navedi osobine neodredenog integrala.

Navedi osnovna pravila integracije.

Objasni metod integracije pomoc¢i smene.

Objasni parcijalnu integraciju.

Objasni integraciju racionalnih funkcija.

No g > w

Izracunaj:

>dx, 4) I(3x +2)°dx,

dx dx Y
5) jcos(4x—5)dx,6) j—m 7) j—4x+1,8) j(?x 3)%dx.

2. a) Ixexzdx, b)J.x eX’

Inx dx, ) J-sin(ln X) dx.
X

f)f dx 2xdx J’ X+5 i).[ dx .
\/x +4x+1 v3x% —8x
. 2X-5 COS X
dx, k
J)J-1/2+X_X . )’[ZX +9’ )j3x2—2x+4 '[«/2 sin x
J-23X—+4dx
X5 —X+3

3. a) Ixcosxdx,b) Ix3lnxdx,c) Iexsinxdx,d) J.Inxdx,f) lenzxdx,
9) Ixz sin xdx, h) , i) je‘x sin xdx, j) ISX cos xdx,, k)jcos(ln x)dx,,
) j sin(In x)dx .

88



1.[ X2 —x+1 ix 2 J~ x—8 i 3)'[3X2+2X_3dx

(x +1)(x2 +2) X3 —4x% +4x x® — X

—x? +2x+3 dx
4 5 ) —l
I —4x? +4x )j X2 +3X+2 )J2x2—5x+3
J— 2_ —
7)J‘ X+3 . 8) I x2 2x2 dx | g)J- 2X 23x 3 dx |
X2 +4x— 5 (X +1) (X=D(x* —=2x+5)
X3+ x+2 dx x4 —3x+1
10) ,11) | ——, 12) | ——————dx,
I 7x+12 )Ix3— J.x3+x2+x
6x+1
13) d 14 .15 —dx,
J-x +x? ) J ) I —5x% +6X
)J‘ )J‘ 4x* +3x-3 dx |
(x— 1)(x +2x+3) (Xx=2)(x* + x+1)
18)j —x-4 x ,19) [ 10 dx.
—2X% + X — 2 —x34+3x2 +3
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6. ODREDENI INTEGRAL

Neka je f:A— R, Ac R funkcija za koju na zatvorenom intervalu [a,b]c A
vazi

(1) f je neprekidna funkcija na intervalu[a, b],

(2) (vxela,b])f(x)>0,

(3) f je monotono rastu¢a na [a,b].
Pretpostavimo da je [a,b] = R™ i da se grafik funkcije f, kriva k, nalazi u prvom

kvadrantu koordinatnog sistema.

> f(b)

> (%)

/

Xn1 Xp=Db

v

Posmatramo krivolinijski trapez ¢ije su stranice interval [a,b], f(a), f(b) i luk iznad
intervala [a,b]. Oznac¢imo sa P povrsinu tog krivolinijskog trapeza. Da bismo izra-
cunali povrSinu tog trapeza, podelicemo interval [a,b] na n podintervala tackama
Xg =@ <X <X, <--<Xpy <X, =b, tako da su duzine podintervala

[X1, X5, [X,21, X, ] iste duZine AX.
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Kako je funkcija f neprekidna na [a,b], ona je neprekidna i na svakom od
podintervala [x, ,,x,]c[a,b]l,i=1...,n pa prema teoremi 5 (neprekidnost
funkcije) ona dostize svoj minimum m; i svoj maksimum M; na svakom od

podintervala [x, ,,x], i=1,...,n.
Na osnovu pretpostavke da je funkcija monotono rastuca sledi da je m; = f(x;_;) i
M, =f(x;), 1=L2,---,n. Ako sa P; oznaCimo povrsine krivolinijskih trapeza
ograni¢enih intervalom [X;4,X;], duzima f(x,,), f(x) i delom krive iznad
intervala [x;_;,%;], onda vazi

m,-AX<P, <M;-AX,i=1...,n

Sumiranjem svih tih povrSina dobijamo
n n n
i=1 i=1 i=1

n n n
Kako je P=)_P,, dobijamo > m; -Ax<P <) M- Ax.

i=1 i=1 i=1

Zn:Mi -Ax—Zn:mi -Ax:zn: f(xi)-Ax—Zn:f(xil)-Ax:

= F(X)AX+ F (X, )AX+ -+ T (X, )AX = (F (X )AX + f (X )AX +---+ F(X,_,)AX) =

= F(X)AX+ T (X,)AX+---+ F(X,)AX = T (X,)AX — F(X,)-AX—---— f (X, ;) - AX =

= (X)) Ax = F (%) Ax = (f(x,) = f(x,))- Ax=(f (b) - f(a))- Ax
Ako broj podintervala tezi beskonac¢nosti N — oo, onda duZzina intervala tezi nuli

AXx — 0 pa dobijamo

n—o

hm[zM - AX — zm ij (f(b)—f(a))IAingAx=0
odakle sledi da je

_I|mZM Ax_llmZm - AX (1)

nN—oo % n—o0 %
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Definicija 1. Odredeni integral neprekidne realne funkcije f nad intervalom

[a,b] = A je grani¢na vrednost

N—o00 ~™ N—00 “™

n n
i=1 i=1
ako ona postoji 1 jeste konacna i1 zapisujemo
b
I f(x)dx (Citamo integral od ado b od f(x)dx)
a
a —donja granica, b — gornja granica, [a,b] - oblast integracije.
Na osnovu prethodne definicije i relacije (1), geometrijsko znacenje odredenog

integrala u granicama od a do b neprekidne i pozitivne funkcije f je povrSina

zatvorene oblasti abBA, tj.
b
P=[f(x)dx akoje f(x)>0 za xe[a,b] i
a
b

ju@w

a

P= akoje f(x)<0 za xe[a,b] .

6.1. [Izracunavanje i osnovne osobine odredenog integrala

Ako je F(x) primitivna funkcija za funkciju f(x) onda se vrednost odredenog

integrala izraCunava prema slede¢oj formuli

b
jumszu)

b
= F(b) — F(a) - Njutn-Lajbnicova formula.
a

Ova formula daje vezu izmedu odredenog 1 neodredenog integrala. Na osnovu

Njutn-Lajbnicove formule neposredno se dokazuje sledeca teorema.
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Teorema 1. Neka su f i g funkcije za koje postoje odredeni integrali na [a,b]
(integrabilne funkcije) i neka su F(x) i G(x) diferencijabilne funkcije na [a,b] takve

daje F'(x) = f(x),i G'(x) =g(x). Tada vazi:

1) ji f(x)dx = —T f (x)dx,
a b

b b
) j/l- f(x)dx=/1J'f(x)dx, leR

b b b
@) [(f()=g0))dx =[ f (x)dx+ [ g(x)dx,

c b b
(4)zaa<c<b je [ f)dx+ [ f(x)dx= [ f(x)x.
Dokaz. (4) iz F'(x) = f(x) = [ f()dx = F(x)+C, paje

c b b
[ £09dx+ [ f(x)dx =F (c) - F (@) + F(b) - F (¢) = F(b) - F (a) = [ f (x)dlx.

a

6.2. Integracija pomocu smene

t=o(x),x = ¢> O L,
jf((p(x»dx— dx = (p (1)) o jf(t) (o) dt

Xx=a=t=¢(a) o(a)
x=b=1t=p(b)

Kod integracije metodom smene, kad uvedemo smenu t = ¢(x) moramo da prome-
nimo i granice integracije. Gornju granicu a zamenjujemo sa ¢(a), a donju granicu

b sa ¢(b).
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Primer 1.

tzlndx
2 X
[ By L 1|2__1(1_j_§
) xIn®x | x=e, t=Ine=1 't —3+1)p 22 2l4 8

x=e? t=Ine?=2

6.3. Parcijalna integracija odredenog integrala

b
Iudv =uv
a

- T vdu = u(b)v(b) —u(a)v(a) —.Tvdu

Primer 1.

1 - u=x, du = dx .
.!xe *=1 dv = eXdx V=Ie"dx=eX = Xe

1 1 ) 0 1
—jexdx:l-e -0-e” —¢e*| =
0 0 0

e—(e'-e’)=e-e+1=1

6.4. Nesvojstveni integrali

Nesvojstveni (nepravi) integral je odredeni integral :

(1) sa beskona¢nom gornjom granicom

+00 def b
[ f(dx = lim [ £ (0dx
a

a

(2) sa beskona¢nom donjom granicom

b def b
[ f09dx = lim [ f(x)dx

—0 a

94



(3) sa beskona¢nom i donjom i gornjom granicom

+00

def c b

j f (x)dx = Iimjf(x)dx+b|imjf(x)dx, — 0 < C< 4w
a——w0 —>+0
a C

(4) gde podintegralna funkcija nije ograni¢ena u levoj okolini tacke b
(b—¢&,b). (prava x =b je vertikalna asimptota podintegralne funkcije sa

desne strane)

b

b def ~ Db-e
[ f(dx = lim [ f(xdx
E—> a

a
(5) gde podintegralna funkcija nije ograni¢ena u desnoj okolini tacke a
(a,a+¢). (prava x =a je vertikalna asimptota podintegralne funkcije sa
leve strane)
b def b
[ £09dx = lim [ (x)dx
a e>0 a+e
(6) gde podintegralna funkcija nije ogranic¢ena u g-okolini tacke ¢ (C—&,C+ &),
c €(a,b) (x =c- vertikalna asimptota)
b def ~~ C¢ ) b
[ £09dx = lim [ f)dx+lim [ f(x)dx.
e—0 2 e—0

a C+e

Kad grani¢ne vrednosti (1), (2), . . ., (6) postoje i jesu konacne nesvojstveni
integral je konvergentan. U suprotnom je divergentan.

Primer 1.

b0 b—o0

+00 . b . b .
J.e‘xdx = IImJ.e‘de :Iblm(—e‘X j: lim(-e™® +e%) = —%+1: 0+1=1
0 0 =% 0 e

3 2—-¢ 3
. dx . dx . dx . 2
Primer 2. | —— =lim | ——+1im —:Ilmln|x—2| +I|m|n|x—2|
5 X—2 &0 5 X—2 &0 e X—2 &0 o &0

3
2+g
= lim(In[2—& — 2|~ In[0 — 2|) + lim(in3— 2| = In]2 + £ - 2|) =

e—>0 e—>0

=lim(iIng—In2)+lim(In1-Ing)= -0 —-IN2+0+ o0

e—>0 e—>0
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Ovaj integral je divergentan.

Pitanja i zadaci
1. Navedi definiciju odredenog integrala i Njutn-Lajbnicovu formulu.
2. Navedi osobine odredenog integrala.

3. Kad kazemo da je odredeni integral nesvojstveni integral?

IzraCunaj

T
1 In2 _x

dx, 3) j Tzdx 4) j sin®xdx

dx., 2
)ll X)I\/lz o2

In2 e?

5) | sin®xcos?xdx, 6)IJ_Inxdx 7) J'xezxdx 8) jxstxdx Q)lend_dx

o — NN

e 3 3
10)fx3lnxdx, 11) jezx cos xdx , 12) J.e2X sin xdx, 13) Ie‘x sin xdx,
1 0 0

i x
2 4

14)j dx,lS)I dx, 16) [e” sin2xdx , 17) jln—dx
ﬂ_Sln X

COS X
4

Inx

18) j'”‘/—dx 19) jx In/xdx 20)jxcosxdx 21) jxsmxdx 22)j
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/. EKONOMSKE FUNKCIJE

7.1. Funkcije traznje i ponude

Traznja za nekim proizvodom X na trZistu je koli¢ina robe koja se moze prodati na
trZiStu i oznacava se sa X. Na traznju uti¢e veliki broj faktora kao Sto su: najpre
cena p samog proizvoda X, zatim cene ostalih sli¢nih proizvoda, cene subtituta,
prihodi potrsaca i drugi faktori koje obelezavamo koje ¢emo obeleziti sa
Py, Py, P, - AKO sve ove faktore posmatramo kao promenljive veli¢ine, onda se
traznja x moze izraziti kao funkcija vise promenljivih

X=F(p, Py, P2, Ppy)-
Ispitivanje traznje preko ovakve funkcije od viSe promenljivih je prilicno sloZen
problem. Zbog toga ¢emo pretpostaviti da su cene drugih proizvoda i ostali faktori
konstantne veli¢ine i posmatrati traznju kao funkciju od jedne promenljive p, cene

proizvoda, x = f(p). Kada cena proizvoda raste, traznja za tim proizvodom opada,
pa mozemo reci da je traznja opadajuca funkcija. Traznja i cena, su kao ekonomske
veli¢ine pozitivne vrednosti. Kod odredivanja oblasti definisanosti funkcije traznje
moraju da budu zadovoljeni slede¢i uslovi:

p>0Ax="f(p)>0ax"=f'(p)<0 jer je funkcija traznje monotono opadajuca.
Dakle oblast definisanosti je interval (p;,p,) = R"na kojem su zadovoljeni
navedeni uslovi.

Df = {(Py. P,) = RY(¥P & (1, P))(F(P) > 0) A (f'(p) < 0)}

U okviru oblasti definisanosti funkcija traznje je monotono opadajuca, dakle

bijekcija, pa se moZe odrediti inverzni oblik funkcije traznje je p = f ().
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Obelezimo sa X iznos ponude nekog proizvoda X na slobodnom trzistu. | na
ponudu kao i na traznju utic¢e veliki broj faktora kao $to su cena samog proizvoda,
cene drugih proizvoda, kao i cene repromaterijala, radne snage i drugih faktora.
Dakle i ponudu bismo mogli da predstavimo kao funkciju od vise promenljivih, ali
zbog jednostavnosti pretpostavljamo da su cene ostalih faktora konstantne i ponudu
posmatramo kao funkciju jedne promenljive, cene proizvoda, X =g(p).
Sa porastom cene neke robe, koli¢ina te robe na trziStu (ponuda) raste ili ostaje na
istom nivou, §to znaci da je funkcija ponude monotono neopdajuca.

Kod odredivanja oblasti definisanosti funkcije ponude moraju da budu zadovoljeni

slede¢i uslovi: p>0Ax=g(p)>0Ag'(p)=0

Dakle oblast definisanosti funkcije ponude je interval (p,, p,) = R"na kojem su

zadovoljeni navedeni uslovi.

Df =1{(py, P,)|(¥P € (Py, P2))(P > 0) A (g'(p) > 0)}

Ako su za neki proizvod X na slobodnom trZiStu poznate funkcija traznje f(p) i
funkcija ponude g(p), onda se uslov ravnoteze na trzistu za proizvod X odreduje
iz jednakosti ponude i traznje, tj. f(p) =9(p) < f(p)—g(p) =0. ReSenje ove
jednacine ¢emo obeleziti sa p,. Cena p, za koju su ponuda i traznja za neki

proizvod X jednake, naziva se trzisSna cena. U slucaju da jednacina

f(p)—g(p) =0 ima vise resenja, stice se utisak da se ravnoteza na trziStu postize
za veci broj vrednosti. Medutim funkcije f i g posmatramo samo u oblastima u
kojima su cene pozitivne veli¢ine i same funkcije monotone (f opadajuca, g
rastuca), tako da uzimamo u obzir samo ono resenje koje pripada i jednoj i drugoj

oblasti definisanosti. Graficki to je tacka u kojoj se seku grafici k, i Ky .
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Grafici funkcija traznje k, i ponude k; u opstem slucaju izgledaju kao na slici.

v

Po

Primer 1. Neka je traznja za mlekom na trZistu data funkcijom

X = p® —350p +30000 a ponuda je data funkcijom X = 250p + 2500 . Odrediti
oblast definisanosti funkcija ponude i traznje i odrediti trziSnu cenu.
ReSenje. Pri odredivanju oblasti definisanosti funkcije traznje moraju da budu
zadovoljeni uslovi (p>0)A(f(p)>0)A(f'(p)<0). Najpre ¢emo naci nule
funkcije traznje kako bi odredili interval na kojem je ona pozitivna.

p? —350p +30000 = 0

350+ 3507 — 4-30000 350+ /122500 —120000 35050
12 — - -
’ 2 2 2

o, = 3502+ 50 _ 200, p, = 3502— 50 _ 150

Prema tome funkcija traznje (u ovom slucaju kvadratna funkcija) je pozitivna na
skupu koji je unija intervala (—0,150) U (200,+) . Prvi izvod funkcije traznje je

f'(p)=2p-350 f'(p)<0<=2p-350<0< p<175
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Oblast definisanosti funkcije traznje je interval na kojem su ispunjena sva tri uslova

(0,150).
+++ \ .- / +++
' f(p)
175
150 200

Uslovi za  odredivanje  oblasti  definisanosti ~ funkcije  ponude su
(p>0)A(g(p)>0)Ag'(p)=0

g(p)>0< 250p+2500>0 < p>-10,

g'(p) = 250 je konstantna funkcija koja je za svako p veéa od nule.

Prema tome oblast definisanosti funkcije ponude je interval (0,+o0). TrziSna cena
se odreduje iz uslova revnoteze na trzistu f(p) = g(p)

p? —350p + 30000 = 250 p + 2500

p? —600p + 27500 =0

600 + \/6002 —4.27500 600 ++/360000—-110000 600+ 500
pl,2 = = =
2 2 2
600500
2

Prvo reSenje ne pripada oblasti definisanosti funkcije traznje, pa je trziSna cena

~ 600+500

1

=550, p, 50

drugo reSenje p, =50
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7.2. Funkcija prihoda

Neka je za neki proizvod X na slobodnom trziStu poznata koli¢ina robe x (obim
traznje) i prodajna cena p po jedinici proizvoda. Tada ukupan prihod mozemo
definisati

P(x,p)=x-p.
Ovako definisan, prihod je funkcija od dve promenljive: koli¢ine robe x i cene p.
Medutim ako je za prozvod X poznata funkcija traznje x = f(p) ili inverzna
funkcija traznje p = f *(x), onda se funkcija prihoda moze izraziti kao funkcija
od jedne promenljive:
funkcijacene P=x-p= f(p)- p=P(p) ili
kao funkcija koli¢ine proizvoda (traznje) P = x- p = x- f (x) = P(x).
Ovim formulama je ukupan prihod sada iskazan kao funkcija jedne promenljive,
funkcija cene p ili funkcija koli¢ine robe x.

Na osnovu osobina funkcije traznje mozemo zakljuditi:

1) ako je funkcija traznje definisana na intervalu nenegativnih realnih brojeva

[p;, p,], onda je i funkcija prihoda definasana na tom intervalu;
2) kakoje (Vpe(pyp))(p>0)A(x=f(p)>0)tojei
(VP € (p1, P2))(p > 0) A (P(p) > 0);
3) kako je funkcija traznje f diferencijabilna na intervalu (p,, p,)tojei

funkcija prihoda diferencijiblna na tom intervalu i vazi

(Vp € (p1, P2))P'(p) = (T(p)- p)’ = T'(p)-p+ f(p).

Ako postoji tacka p, € (p;, p,) U kojoj je P'(py) =01 P"(py) <O to znaci da se

zacenu p, postize maksimalan prihod P, = P(X,).
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Primer 1. Data je funkcija traznje x = (p —10).
a) Odrediti funkciju ukupnog prihoda P(p) i njenu oblast definisanosti.
b) Odrediti cenu p, itraznju x, pri kojima se ostvaruje maksimalan prihod i
odrediti velicinu maksimalnog prihoda.
ReSenje.
a) U formuli P =x-p zamenimo x sa (p—10)* pa dobjamo
P=x-p=(p-10)>p =P(p) . Oblast definisanosti odredjujemo iz uslova
(p>0)A(f(p)>0)A(f'(p)<0) . f(p)=(p-10)* je vece od nule za
svako p. f'(p)=2(p-10)<0 za p<10, pa je oblast definisanosti
interval (0, 10).

b) Za maksimum funkcije neophodan nam je prvi izvod funkcije pa je

P'(p) = ((p—-10)* p)' = 2(p~10)p+(p-10)* = (p-10)(3p - 10)
P'(p)=0zap, =10 i p, :%. P"(p)=3p-10+(p-10)-3=6p—40
p, =10 ne pripada oblasti definisanosti, P"(10/3) = -20 < 0 pa funkcija
ima maksimumu p, =% I maksimalni prihod iznosi

P... = P(0/3)=4000/27

vrednost funkcije traznje za cenu p, :% iznosi x = f(10/3) =400/9

U ekonomskoj analizi od interesa je ispitivanje promene prihoda P u zavisnosti od
promene cene odnosno traznje sa razliCitih nivoa. Ova ispitivanja se svode na
ispitivanja takozvanih grani¢nih (marginalnih) prihoda.

Neka je p, €(p;, p,) | Aptakvo da p+Ape(p;, p,). Ako se prodajna cena

poveca za Ap onda ¢e se ukupan prihod promeniti sa nivoa P(p,) za

AP = P(py +Ap) —P(py)-
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Definicija 1. Neka je P(p)= p- f(p) funkcija ukupnog prihoda definisana na
intervalu nenegativnih brojeva [p,, p,]. Grani¢ni prihod u tacki p, € (p,, p,), U

oznaci Pg(pgy) je grani¢na vrednost

P(po +Ap) - P(p)
Ap

Ps(po) = A'E)TO

ako ona postoji i ako jeste konacna.

Na osnovu definicije prvog izvoda zakljuCujemo da je grani¢ni prihod
Ps (py) =P'(py). Kako je funkcija P(p) diferencijabilna na intervalu(p,, p,),

vazi P;(p)=P'(p) = :—P odnosno ako je P = P(x), Pg(X)=P'(x) =(;—P.
p X

Ekonomska interpretacija grani¢nog prihoda je sledeca: ako se cena p promeni sa
nivoa p, za jedinicu, ukupan prihod ¢e se promeniti sa nivoa P(p,) priblizno za
Ps (Po) -

Primer 2. Neka je funkcija prihoda kao u prethodnom primeru P(p) = (p—10)*p.
Izracunati promenu prihoda koja nastaje povecanjem cene sa nivoa P, =5

novcanih jedinica za jednu novéanu jedinicu.

ReSenje. U prethodnom primeru smo ve¢ odredili prvi izvod funkcije prihoda pa je
funkcija grani¢nog prihoda

P;(p)=P'(p)=(p-10)(3p-10). P;(5) =(5-10)(3-5-10) =-25, Sto znaci da
¢e se ukupan prihod smanjiti priblizno za 25 ako se cena poveca za 1. To mozemo
proveriti ako izratunamo P(5)=(5-10)*-5=125i P(6)=(6-10)"-6=96.
Prihod se smanjio za 125 — 96 = 29.

Ukoliko je poznata funkcija grani¢nog prihoda, moze se odrediti funkcija ukupnog

prihoda.
1z Py (p) = P'(p) :‘;—P sledi da je dP = P, (p)dp = P =jPG(p)dp+c , odnosno
p
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iz P, (X) = P'(X) =3—'; sledi daje dP = Py (x)dx = P = [ P; (x)dx+C.

Vrednost konstante C odreduje se iz uslova da je P(0) =0, ako je cena 0 i prihod

je 0, odnosno ako je traznja 0 i prihod je 0.

Primer 3. Neka je P,(p)=3p?-20p+25 funkcija grani¢nog prihoda za neki
proizvod. Odrediti funkciju traznje za taj proizvod.

Kako je P =[P;(x)dx+C P=[(3p°—20p+25)dp = p°®-10p* +25p+C.

Na osnovu uslova P(0) =0 dobijamo da je C =0, pa je funkcija ukupnog prihoda
P=p®-10p®+25p. Naosnovu P =xp imamo da je

xp=p3-10p% +25p=(p?-10p+25)- p, pa je funkcija traznje
x=(p*-10p+25)=(p-5)°

Primer 4. Neka je x =,/19200—4p funkcija traznje za neki proizvod X. Odrediti
cenu p, i koli¢inu robe x, tako da ukupan prihod bude maksimalan, kao i veli-
¢inu tog prihoda.

Resenje. Za korensku funkciju f(p)=4/19200—4p) , oblast definisanosti
odredujemo iz uslova 19200—-4p >0 = p < 4800.

_2p

/19200 - 4p

opadajuca na celoj oblasti definisanosti. Sada posmatramo f(p) kao ekonomsku

Prvi izvod je f'(p)= <0, pa je funkcija traznje monotono

funkciju. Za odredivanje oblast definisanosti funkcije traznje imamo jos uslov da je
p >0, pa je oblast definisanosti Df = (0,4800) .

Kako je funkcija traznje korenska funkcija, laksSe ¢e biti da funkciju prihoda izra-

zimo preko inverzne funkcije traznje, tj. preko x.

x = f(p)=+19200—4p = x? =19200—4p = p = 4800 —0,25x* = f *(x)
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P =X p = x-(4800-0,25x") = 4800x — 0,25x°
P’(x) = 4800 - 0,75x”
P’(x) =0 < 4800-0,75x* = 0 <> x = £80

ReSenje x = —80 je manje od nule pa ga neCemo razmatrati. Posmatramo znak

prvog izvoda funkcije prihoda

-80/ e \80\

P'(p)

za x € (-80,80), P'(x) >0a za x € (—,-80) L (80,+x), P'(x) <0

Funkciju prihoda, kao ekonomsku funkciju, posmatramo na intervalu (0, «). Na
intervalu (0, 80), funkcija je monotono rastuca, a na intervalu (80, o) funkcija je
monotono opadajuca. Prema tome, funkcija prihoda ima maksimum za x = 80, pa
je Xo = 80. Cena pri kojoj se ostvaruje maksimalni prihod je

P, = f *(X,) = 4800-0,25-80% = 3200

a sam maksimalni prihod iznosi

P... = P(80) =256000.

Primer 5. Neka je funkcija grani¢nih prihoda za neki proizvod X,
Ps = %(900 —3x?). Odrediti funkciju ukupnog prihoda i funkciju traznje za taj
proizvod.
L 1 ) 1 ) 1 2
Resenje. P; = E(900—3x )= P= EI(9OO—3X )dx = E(QOOX -x7)+C.

X3

PO)=0=C=0=> P(x):450x—7

2
Izuslovadaje P(x)=x-f 1 (x)= f 1(x) =m=450—x7
X
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Iz uslova daje f*(f(x))=x odredujemo f(x). Uvodimo smenu t = f(x), pa je

2
f 1 (t) = 450 —% = X =t =,/2(450 - x) = /900 - 2x odnosno

f (x) =+/900 — 2x . Kako je funkcija traznje, funkcija koja zavisi od cene

zapisujemo x = f(p) =4/900-2p.

Pitanja i zadaci

1. Navedi osobine funkcije traznje.

2. Navedi osobine funkcije ponude.

3. Staje prihod i kako se moze izraziti funkcija prihoda kao funkcija jedne
promenljive?

4. Staje funkcija grani¢nog prihoda? Objasni njenu ekonomsku interpretaciju.

5. Nekaje x= 10e_%+2 funkcija traznje za neki proizvod na nekom trzistu.
Odrediti oblast definisanosti funkcije traznje. Izracunati cenu p i traznju x
za koju ¢e ukupan prihod biti maksimalan, kao 1 veli¢inu tog prihoda.

6. Zaneki proizvod funkcija traznje je x =—-2p + 24000 . Odrediti oblast
definisanosti funkcije traznje. IzraCunati cenu p i traznju x za koju ¢e
ukupan prihod biti maksimalan, kao 1 veli¢inu tog prihoda.

7. Neka je traznja za nekim proizvodom X na trziStu data funkcijom

x=p*—-500p +57600

a) Odrediti oblast definisanosti funkcije traznje.

b) Sa kojom cenom se postize maksimalni prihod i koliko on iznosi?

7.3.  Funkcija troskova
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Oznac¢imo sa sa T ukupne troSkove proizvodnje proizvoda X. Ukupni troSkovi
zavise pre svega od fizickog obima proizvodnje x, ali i od cena faktora proizvodnje
(materijala, radne snage, . . .) p;, P,,---, P, Funkcija ukupnih troSkova T moze
izraziti kao funkcija vise promenljivih
T =®(X, Py, P2ss Pn)-

Zbog jednostavnijeg proucavanja funkcije troSkova, cene faktora proizvodnje ¢emo
smatrati konstantnim, a funkciju troskova ¢emo posmatrati kao funkciju od jedne
promenljive x (obima proizvodnje) T =T (x). Ukupni troSkovi se sastoje od fiksnih
Tr (troskovi koji postoje i kad se niSta ne proizvodi) i varijabilnih T,, (troSkovi

koji zavise od fizickog obima proizvodnje), pa funkciju troSkova mozemo izraziti
kao

T=Ty(X)+Tg =T(x)

T =T(0)>0. Sa porastom obima proizvodnje ukupni troSkovi rastu, pa je
funkcija troskova monotono rastuc¢a, odnosno T'(x) =T, (X) >0. Na osnovu svih
navedenih uslova, oblast definisanosti funkcije troskova je

Df = {[O,b]‘ beR" A(¥xe[0,b)T(X) >0AT'(X) =T, () > 0f
Neka je x, € (0,b)i neka je Ax takvo da x, + Ax € (0,b). Ako se obim proizvo-
dnje poveca sa nivoa X, za AX, onda ¢e se ukupni troskovi povecati sa nivoa
T(Xy) za AT =T (Xg +AX) =T (X,) -
Definicija 2. Neka je T =T(x) funkcija ukupnih troSkova definisana na intervalu
nenegativnih brojeva [0,b] . Granicni troskovi u tacki X, € (0,b), u oznaci Tg (X,)
su jednaki grani¢noj vrednosti

. T(x, +AX)=T(x
TG(XO):AI)I(r_n)O (O Ai (O)

ako ona postoji 1 ako jeste konacna.
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Na osnovu definicije izvoda funkcije zakljucujemo da je T (X) =T'(X,) . Kako je
funkcija T =T (x) diferencijabilna na intervalu (0, b) sledi da je

Te(X)=T'(x) = i—l ,(Vx € (0,b)).

Ekonomska interpretacija grani¢nih troskova je sledec¢a: Ako se fizicki obim
proizvodnje poveca sa nivoa X, za jedinicu, ukupni troskovi ¢e se povecati
priblizno za T (X,) .

Ukoliko nam je poznata funkcija grani¢nih troSkova, mozemo odrediti funkciju

ukupnih troskova na sledeci nacin

TG(X):C;—I:dT =T (x)-dx=T = [T (x)-dx+C.

Integracionu konstantu C odredujemo iz uslova daje T(0) =T =C.

Prosecni troskovi su troskovi po jedinici proizvoda i odreduju se po formuli

Od interesa je odrediti nivo proizvodnje sa minimalnim prose¢nim troskovima.
Zato je potrebno odrediti nulu prvog izvoda funkcije prosec¢nih troskova. Ako je
T'(%)=01i T"(x,)>0ondajeT, . =T(X,)
Odnos granic¢nih 1 prose¢nih troskova:
1) Granicni troskovi jednaki su prose¢nim troSkovima na nivou proizvodnje
Xo Na kojem se ostvaruju minimalni prose¢ni troskovi tj.
T (%) =To (X5) & T =T (X,)

!

T'(%) =(T(X)j STOIXETM) g 1) x-T () = 0

X X2
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Kako je Tg =T'(X)iT (x) = m poslednji uslov je ekvivalentan
X

Te () =T(x).

2) Ako su na nivou proizvodnje X,, T (X,) <T (X,), t0 znaci da ¢e poveéanje
proizvodnje sa ovog nivoa dovesti do smanjenja prosecnih troskova pa
postoji ekonomsko opravdanje za povecanjem proizvodnje sa ovog nivoa.

3) Ako su na nivou proizvodnje X,, To(X,) > T (X,), to znaci da ée povecanje
proizvodnje sa ovog nivoa dovesti do povecéanja prosecnih troskova pa ne

postoji ekonomsko opravdanje za povec¢anjem proizvodnje sa ovog nivoa.

Primer 1. Neka je Tg(x)=6x+200 funkcija grani¢nih troskova proizvodnje
nekog proizvoda X, a fiksni troskovi iznose 3 000 000 novéanih jedinica. Odrediti
nivo proizvodnje za koji se ostvruju minimalni prose¢ni troSkovi, a potom i
veli¢inu tih troskova.

Resenje.

TG(x):6x+200:>(;—T:6x+200:>T :_[(6x+200)dx:3x2+200x+c
X

C =T(0) = 3000000 = T (x) = 3x + 200X + 3000000

T(x) = -8 _ 344 g 3000000
X X
ot 2 2
T 0023 30002000 _3x 3(2)00000 _3(x 1200000) 0y - 1000
X X X

Za x€(0,000),T'(x) <0, a za x e (1000,+), T'(x) >0, §to znadi da funkcija
prosecnih tro§kova postize minimum za X = 1000. Zna¢i minimalni prose¢ni tro-

Skovi proizvodnje su na nivou proizvodnje 1000 komada i

T min =T (1000) = 3000 + 200 + 3000 = 6200.
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Primer 2. Za proizvod X data je funkcija ukupnih troskova
T(x) = 0,01x? +30x + 900
a) odrediti obim proizvodnje pri kojem su grani¢ni i prose¢ni troSkovi jednaki.
b) oceniti da li je opravdano povecavati obim proizvodnje sa nivoa od 400
jedinica proizvoda.

2
a) T, (x) =0,02x+30, T(x) = 0,01x? +30x + 900

X
2 2
T (0 =T (x) < 0025 + 302 QO +30X+900 _ 001X -900 _ o a0
X X

Pri obimu proizvodnje x = 300 postizu se minimalni prose¢ni tros§kovi.

2
b) T, (400) = 0,02 400+ 30 = 38, T (400) = 201400 238 4004900 _ 45 55

T, (400) > T (400) $to znaci da bi poveéanje proizvodnje sa nivoa 400 dovelo do

povecanja prosecnih troskova proizvodnje, tako da ne postoji ekonomsko opra-

vdanje za ovim povecanjem.

7.4. Funkcija dobiti

Dobit, ostvarena u proizvodnji nekog proizvoda X, u oznaci D, definiSe se kao
razlika prihoda P i troSkova T
D=P-T.
Ako su za neki proizvod poznate funkcija prihoda, funkcija troSkova i funkcija
traznje x = f(p), funkciju dobiti mozemo izraziti kao funkciju od jedne
promenljive
D=D(X)=P(X)-T(x)=x-f 1(x)-T(x) ili
D=D(p)=p- f(p)-T(f(p))
Neka su za neki proizvod X, funkcija prihoda P =P(x) i funkcija troSkova
T =T(x) definisane na intervalu (0,b) € R™. Interval (x,,X,) < (0,b) za koji vazi
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(Vx € (%, %)D(x) = P(X) =T (x) > 0)
naziva se interval rentabilnosti.
Posto su funkcije prihoda i troSkova diferencijabilne na intervalu (0,b) onda je i
funkcija dobiti diferencijabilna na tom intervalu. Zanimljiv je nivo proizvodnje X,
pri kojem se ostvaruje maksimalna dobit. On se odreduje iz uslova

D’'(x,) =0i D"(Xy) <0 na osnovu teoreme o ekstremnim vrednostima.

Obim proizvodnje X, € (X;,X,) za Koji se ostvrauje maksimalna dobit

D.x = D(Xy) naziva se optimalna proizvodnja, a cena p, = f‘l(xo) naziva se

optimalna prodajna cena.

Primer 1. Neka je za proizvod X poznata funkcija traznje x =-0,5p+11000 i

funkcija ukupnih troskova T(x)=2x?+10-10°. Odrediti interval rentabilnosti,

optimalni obim proizvodnje, optimalnu cenu i maksimalnu dobit.

ReSenje.
x =-0,5p +11000
p =-2x+ 22000

P(X) = X- p = X(—2X + 22000) = —2x? + 22000x
D(x) = P(x) =T (x) = —2x? + 22000x — (2x* +10-10°) = —4x? + 22000x —10-10°
Interval rentabilnosti je interval nenegativnih brojeva na kojem je funkcija dobiti

pozitivna. Da bismo odredili ovaj interval, odredi¢emo najpre nule funkcije dobiti.

Funkcija dobiti je kvadratna funkcija pa izra¢unavamo resenja kvadratne jednacine.

. 22000 ++/484-10° —160-10° _ — 22000 ++324-10° _ — 22000 +18000
12 — - -
' -8 -8 -8

X, = 22000 +18000 _ 500 X, = — 22000g18000 _ 5000
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Dakle interval rentabilnosti je (500, 5000) jer je na tom intervalu kvadratna

funkcija —4x? +22000x—10-10° veéa od nule.
Optimalni obim proizvodnje je nivo proizvodnjr za koji se ostvaruje maksimalna
dobit. Da bi odredili maksimum funkcije dobiti potrebno ja da nademo njen prvi

izvod i odredimo nule prvog izvoda.

D'(x) =—8x+22000 D’(X) =0 <> —8x + 22000 = 0 < X = 2750

Za x = 2750 funkcija ima ekstremnu vrednost, a na osnovu znaka drugog izvoda za
tu vrednost odredujemo da li se radi o minimumu ili maksimumu.

D"(x) =—-8<0. Drugi izvod je konstantna funkcija, manja od nule za bilo koje x
pa prema tome i za x=2750. Dakle maksimalna dobit se ostvaruje za obim

proizvodnje x, = 2750.
Iznos maksimalne dobiti izracunavamo D, = D(2750) = 20250000 .

Optimalnu cenu izraCunavamo p, = —2X, + 22000 = -2 - 2750 + 22000 = 16500

Pitanja i zadaci

1. Kako se definiSe funkcija troSkova i koje su njene osobine?

2. Definisi funkciju grani¢nih troskova i objasni njenu ekonomsku
interpretaciju.
Objasni odnos izmedu funkcija prose¢nih i grani¢nih troskova.
Sta je dobit? Sta je interval rentabilnosti i kako se odreduje?

Sta je optimalni nivo proizvodnje i kako se odreduje?

o o > w

Neka je Pg(X) =—-x+24000 funkcija grani¢nih prihoda, a funkcija grani-
¢nih troskova Tg(X) =3x za neki proizvod X. Odrediti optimalni obim

proizvodnje i maksimalnu zaradu (dobit), pod uslovom da su fiksni troSkovi

64 miliona novcanih jedinica.
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7.

10.

11.

12.

Neka su za neki proizvod X date funkcija traznje x =—-0,2p +100 i funkcija

prosecnih troSkova T =2,5x+350 + 250x L. Odredi interval rentabilne
proizvodnje, optimalnu koli¢inu proizvodnje i optimalnu prodajnu cenu.
Date su redom P;(x)=-3x?+40x+800 i T(x)=x*+14x+2400x",

funkcija grani¢nih prihoda i funkcija prose¢nih troskova za neki proizvod,
gde x predstavlja koli¢inu tog proizvoda. Naci interval rentabilnosti
proizvodnje.

Neka je p=-0,001x +80 funkcija traznje za neki proizvod i
T(x) =30x+10° funkcija ukupnih troskova proizvodnje. Naci cenu p pri

kojoj se ostvaruje maksimalna dobit i izracunati tu dobit.

Za neki proizvod date su funkcija traznje x =—-2p +12000 i funkcija

prosecnih troskova T (x) = 2x — 4000 + M Za koju cenu p se
X

ostvaruje maksimalna dobit i kolika je ta dobit?

Data je funkcija traznje x = 90 — 2p i funkcija prose¢nih tro§kova

T =x>-8x+57+ E Nac¢i nivo proizvodnje pri kojem se ostvaruje
X

a) maksimalan prihod

b) minimalni grani¢ni troskovi

¢) maksimalna dobit.

Funkcija traznje za odredeni proizvod X je x =-0,5p +17500. Ako je
T(x) =3x> +50-10° funkcija ukupnih tro3kova za proizvod X, naéi:
a) oblast definisanosti funkcije traznje,

b) interval rentabilnosti,

c¢) optimalni obim prozvodnje X, , maksimalnu dobit i cenu po u uslovima

optimalne proizvodnje.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Neka je za neki proizvod poznata funkcija grani¢nih prihoda

Ps = —4x+11000 i funkcija ukupnih troskova T (x) = 2x* +10-10°.
odrediti interval rentabilnosti, optimalni obim proizvodnje i maksimalnu
dobit.

Neka je p=-0.001x +80 inverzna funkcija traznje za neki prozvod i

T (x) = 30x +10° funkcija ukupnih tro3kova. Naéi optimalnu prodajnu cenu

Po , ostvarenu maksimalnu dobit i interval rentabilne prozvodnje.

Neka su za proizvod X date redom funkcije traznje i prose¢nih troskova
x=-480p+200 i T(X) = :
25600

a. odrediti interval rentabilne proizvodnje;

b. naci optimalnu koli¢inu proizvodnje i optimalnu cenu.

Neka je p =-0,001x + 80 inverzna funkcija traznje za neki proizvod i
T(x) =30x+10° funkcija ukupnih tro§kova proizvodnje. Naéi interval

rentabilnosti, optimalnu prodajnu cenu p, i ostvarenu maksimalnu dobit.

Neka je T(x) =3x?+35-10° funkcija trokova proizvodnje za neki aparat
X, 1 neka je x=-0,5p+15000 funkcija traznje. Odrediti interval renta-

bilnosti, odrediti optimalnu proizvodnju i veli¢inu maksimalne dobiti.

Za neki proizvod date su: T(x) = 2x* —9000x + 2000000 funkcija ukupnih
troSkova i x=-p+3000 funkcija traznje. Odrediti nivo proizvodnje pri

kojoj je dobit maksimalna i izraunati tu dobit.

114



19.

20.

21.

22,

Za neki proizvod date su funkcija traznje x =-2p+12000 i funkcija
prosecnih troskova T (x) = 2x—4OOO+M. Za koju cenu p se ostva-
X

ruje maksimalna dobit i kolika je ta dobit?

Neka je p =-0,001x +80 funkcija traznje za neki proizvod i neka je
T(x) =30x+10° funkcija ukupnih tro§kova proizvodnje. Naci cenu p, pri

kojoj se ostvaruje maksimalna dobit 1 izraCunati tu dobit.

Ukupan dnevni prihod i dnevni troskovi jednog preduzeca dati su funkci-
jama: P(x):—5~10_4x2+80x i T(x)=50x+2-105. Odrediti interval

rentabilnosti, optimalni obim proizvodnje, odgovarajuéu cenu i ostvarenu

maksimalnu dobit.

Neka su za neki proizvod X date: Pg(x) =—x+18000 funkcija grani¢nih

prihoda i T(x)=0,5x* —5200x + 2310000 funkcija ukupnih troskova.

Odrediti interval rentabilnosti, optimalni obim proizvodnje i dobit u

uslovima optimalne proizvodnje.
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7.5. Elasti¢nost funkcije

Neka je funkcija y= f(x) definisana na intervalu [a,b]c R* i neka su
X0, X, € (a,b) takvi da je x; > x,. ObeleZzimo sa y, = f(x,) iy, = f(X;). Onda je

prirastaj argumenta AX = X, — X, , & prirastaj funkcije Ay =y, —,.

Definicija 1. Elasti¢nost funkcije y = f(x), u tacki X, € (a,b), uoznaci E (x,) je

Ay
grani¢na vrednost E, (X,) = limYo — X—°Iimﬂ, ukoliko ona postoji.
y Ax—0 g Yo 220 AX
XO
Granicna vrednost lim 2Y je prema jednoj od definicija, izvod funkcije y = f (x)
Ax—0 AX
vy - , - Ay . XO ' XO '
tacki Xx,. Dakl = — E =—f = f :
u tacki X,. Dakle f'(x,) AI!LnoAx'paJe y (X0) Ve (Xo) F(x) (Xo)

Ako je funkcija y = f(x) definisana na zatvorenom intervalu [a,b]c R*, i dife-

rencijabilna na intervalu (a,b), onda mozemo definisati elasti¢nost funkcije na

intervalu (a,b) E,(x)= X f'(x).

f(x)
E,(X,) predstavlja vrednost funkcije E,(x) u tacki X, i ta vrednost se naziva

koeficijent elasticnosti.
Ekonomska interpretacija koeficijenta elasticnosti je sledeca: ako se vrednost

ekonomske veli¢ine X pove¢a sa nivoa X, za 1%, onda se vrednost ekonomske
veli¢ine y = f(x) promeni sa nivoa y, = f(x,)za k% (k = E, (X))

Ako je funkcija x = f ~*(y) inverzna funkciji y = f (x) onda vazi
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1

E,(x)

Ex(y) =

odnosno E, (x)-E,(y) =1.

Ako je:

1) |E,(¥)[<1, funkcija y= f(X) je neelasticna;

2) |E,(x)|>1, funkcija y = f(x) je elasticna;

3) |E,(x)|=1, funkcija y = f(x) je jedini¢no (indiferentno) elasticna.

7.5.1. Elasti¢nost traznje

Za funkciju traznje x = f (p) i njen inverzni oblik p = f (x) = p(x) vazi
p>0, f(p)>0, o(x)>0, f'(p)<0, ¢'(x)<0.

Zato za elasti¢nost ovih funkcija vazi

Ex(p)zﬁf'(p)<0 [ Ep(x)z(p%(p'(xko, a na osnovu osobine elasti-

¢nosti inverznih funkeija je E,(p)-E,(x) =1.

Ukupni prihod se izraCunava po formuli P = x- p, odnosno izrazen kao funkcija od
jedne promenljive P(p)=p- f(p) ili P(x)=x-¢(X).

Vezu izmedu funkcije ukupnog prihoda i elasticnosti funkcije traznje mozemo

iskazati na slede¢i nadin

Ps(p)=P'(p)=f(p)+p-f'(p)= f(|o)(1+$f’(|o)J= f(p)(A+E,(p)) ili

Ps (X) = P/(X) = p(X) + X (X) = w(x)(u%(p'(xﬂ = p(x)(L+ E, (x).

Funkciju prihoda mozemo analizirati na osnovu elasti¢nosti funkcije traznje na

slede¢i nacin:
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1) ako je |E,(p)<1=0>E,(p)>-1=P;(p)=P'(p)>0 tj. funkcija
prihoda je monotono rastu¢a. Ako je funkcija prihoda monotono rastuca,
povecéanje cene ¢e dovesti do povecanja prihoda, pa treba doneti odluku o
povecanju cene;

2) ako je |E,(p)|>1= E,(p) <-1= P;(p)=P'(p) <0 tj. funkcija prihoda
je monotono opadajuc¢a. Ako je funkcija prihoda monotono opadajuca,

povecanje cene ¢e dovesti do smanjenja prihoda, pa ne treba donositi

odluku o povecanju cene;
3) ako je |E,(p)|=1= E,(p)=-1= P5(p)=P'(p) =0 tj. funkcija prihoda
postize maksimum pri toj ceni p. Ako je funkcija prihoda indiferentno

elasti¢na za neku cenu p, ukupni prihod je maksimalan pri takvoj ceni, pa
cenu ne treba menjati.

40000

Primer 1. Na odredenom trziStu je za proizvod X data funkcija traznje x = 3016
p+

Odrediti elasticnost traznje za cenu p = 8 novcanih jedinica, a zatim obrazloziti da

li je opravdano povecanje cene sa tog nivoa.

ReSenje.
P ., p 40000 p(3p+16) -3 -3p
E(p)=—"_ - : = -40000- =
«(P) f(p) (P)= 25000 [3p+16} 40000 (3p+16)> 3p+16
3p+16
EX(8):_4—%4:—0,6:|Ex(8)|:0,6<1

Ekonomsko tumacenje ovog rezultata je sledece: povecanje cene za 1% dovodi do
pada traznje za 0,6%. Takode traznja je neelasti¢na, pa ¢e povecanje cene dovesti

do povecéanja ukupnog prihoda.
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2
Primer 2. Neka je p =4800 ~X_inverzna funkcija traznje za proizvod X. Odrediti

fleksibilnost cene p za traznju x = 80 jedinica proizvoda, a zatim na osnovu

dobijenih rezultata zakljuciti kakav je ukupan prihod P na tom nivou traznje.

ReSenje.
2 ' 2
X X X —2X
E(X\)=—'(X)=——— 4800 -~ | =— 2
=007 4800—)(2[ 4} 19200 - x°
4
~2.80°
E (80)=— "> -1
» (80) 19200 — 802

Cena na nivou traznje x = 80 je indiferentno elasti¢na pa je
P5 (80) = P'(80) = ¢(80)(L+ E, (80))= ¢(80)(1-1) =0, sto znati da za x=80

funkcija prihoda dostize svoj maksimum, pa ne treba menjati nivo traznje.
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8. FINANSIJISKA MATEMATIKA

8.1. Procentni racun

Osnovne veli¢ine procentnog racuna su glavnica, procentna stopa i procentni
prinos (iznos).

Glavnica G predstavlja osnovnu vrednost na koju se izracunavaju povecanja ili
smanjenja za zadatu procentnu stopu.

Procentna stopa p predstavlja broj koji pokazuje za koliko se jedinica menja
(povecava ili smanjuje) glavnica na svakih svojih 100 jedinica.

Procentni prinos (iznos) P predstavlja velic¢inu koja pokazuje ukupnu promenu
glavnice G pri procentnoj stopi p.

p%

100

Tako procentnom zapisu 36% odgovara decimalni zapis 0,36. Kako je decimalni

Procentna stopa se moze izraziti u procentima p% ili u decimalnom zapisu

zapis podesniji, koristicemo procentnu stopu p u njenom decimalnom zapisu.

Procentni racun od sto
Odnos izmedu veli¢ina G, p i P je dat proporcijom
G:P=100:p
znajudi da su pri konstantnoj stopi p, veli¢ine G i P direktno proporcionalne, tj. pri
konstantnoj kamatnoj stopi, $to je veca glavnica veci je i procentni prinos.

P100 _ G-p : p_P-lOO
’ 100 G

1z ove proporcije se dobija G = P

Za procentnu stopu datu u decimalnom zapisu proporcija dobija oblik

G:P=1:p
odaklejeG:E, P=G-pi pzi.
p G
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Primer 1. Od 76 studenata koji su polagali neki ispit, 20 ih je poloZilo sa ocenom

10. Izrazi to u procentima.
ReSenje. G=76,P=20= p =g= 0,26316, p = 26,316%.

Primer 2. Nabavna cena je povecana za 18%, iznos poreza na promet. Nakon toga
je povecana jo§ za 17%, tako da je cena robe 236 dinara. IzraCunati kolika je
nabavna cena.

ReSenje. Ako nabavnu cenu obelezimo sa G, a stopu poreza p, =018, porez
iznosi P, =G- p, =0,18G, pa je prodajna cena G, =G + P, =118G . Poskupljenje
p, =17% izraunavamo na osnovicu G;. 1znos poskupljenja je
P,=G,-017=017-118G = 0,2006G, pa je kona¢na cena

G, =G, + P, =118G + 0,2006G =1,3806G. Kako je kona¢na cena G, =236,
G =236/1,3806 =170,94.

Procentni racun nizZe sto i procentni racun viSe sto

Cesto nam je u prakti¢nim problemima umesto glavnice G poznata uveéana G + P,

ili umanjena G — P glavnica za odgovarajuci procentni prinos P po zadatoj stopi p.

Na osnovu datih G + P ili G — P, nepoznata glavnica G ili nepoznat prinos P se ne

mogu izracunati primenom prethodnih formula. Ako pocetnu proporciju
G:P=100:p

zapiSemo u obliku razlomka %:@ , pa zatim dodamo (oduzmemo) levoj i
p

desnoj strani 1, %ilzﬁil, svodenjem na najmanji zajednicki sadrzalac
p
+ + +
dobijamo G£P :100_ p’ Sto je ekvivalentno G=P :Ezi. Odatle sledi
100£p p 100

G- (G+P)100 , (G+P)-p _(100+p)-P
100+p 100+ p G+P
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Ukoliko se za procentnu stopu koristi decimalni zapis, iz pocetne proporcije

G:P=1:p, zapisane u vidu razlomka %:1 dodavanjem (oduzimanjem) jedi-
Y

nice levoj i desnoj strani dobijamo %ilzlil. Svodenjem na najmanji zaje-
p

GtP 1tp GiP P

dnicki sadrzalac, jednakost dobija oblik —— = = - -G, odakle
P P 1fp p
se mogu izraziti G =S, p_(G£P)p 0= (1xp)-P
1+p 1+p G+P

Primer 3. Zajedno sa 18% poreza na promet, prodajna cena nekog proizvoda je
453,12 dinara. Izracunati nabavnu cenu i iznos poreza na promet.

ReSenje. Ako sa G obelezimo nabavnu cenu, a sa P iznos poreza na promet po
stopi p=0,18, tada je G + P = 453,12.

Nabavnu cenu G izra¢unavamo po obrascu G = G+P = 45312 =384.
1+p 118
Iznos poreza na promet dobijamo po obrascu P = %
+

_ 45312.018
118

P smo mogli da izraunamo i iz P = (G +P) — G = 453,12 — 384 = 69,12.

=69,12.

Primer 4. Posle pojeftinjenja za 12%, cena neke robe je 3102,32 dinara. Izracunati
kolika bi bila cena da je roba poskupela za 12%.
Resenje. G - P =3102,32i p = 0,12, pa se cena robe pre pojeftinjenja izracunava

G-P 310232
1-p 088

po obrascu G = =3526,36. Da je umesto pojeftinjenja, roba

poskupela za p, =12%, poskupljenje izratunavamo po obrascu
P, =G- p; =3526.36-0,12 = 4231632 pa bi povecana cena robe iznosila

G + P, =3526,36 + 423,1632 = 3949,5232.
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Primer 5. Posle poskupljenja po stopi od 15,6%, cena neke robe je 718 dinara.

Izraunaj njenu cenu: a) posle poskupljenja od 26,3%; b) posle pojeftinjenja od

18,2%.

Resenje. a) p, =0156, G+ P, =718, p, =0,263 Cenu robe sa poskupljenjem od

26,3%, obelezicemo sa G + P, pa mozemo postaviti proporciju

718: (G +P,) =1156:1,263 = G + P, = 784,46

b) p, =0156, G+ PR, =718, p, =0,182 Cenu robe sa pojeftinjenjem od 18,2%,

obelezicemo sa G — P, pa moZemo postaviti proporciju

718:(G-P,)=1156:(1-0182) = G — P, = 508,07 dinara.

Zadaci

1.

Cena jednog litra mleka sa PDV-om od 20% iznosi 105 dinara. Koliki je iznos
cene bez PDV-a? Koliko je procentualno u¢es¢e PDV-a u prodajnoj ceni robe?
Preduzece je uplatilo svom dobavljacu 450 000 dinara bruto (zajedno sa PDV-
om). Stopa PDV-a je 20%. Izracunati neto iznos.

Cena TNG-a je u decembru 2015. godine iznosila 79,90 dinara, a u junu 2016.
godine 69,90 dinara. Koliko je procentualno cena snizena?

Cena TNG-a je u septembru 2016. godine iznosila 72,90 dinara. Po¢etkom
oktobra je povecana za 1 dinar, a sredinom oktobra za jo$ jedan dinar i sada
iznosi 74,90 dinara. Koliko u procentima iznosi prvo povecanje cene, a koliko
drugo?

Cena mleka je porasla najpre za 5%, a zatim za 3% i sada iznosi 105 dinara.
Koliko je iznosila cena pre prvog poskupljenja? Koliko je procentualno
sadasnja cena mleka veca od cene pre prvog poskupljenja?

Cena jedne knjige je smanjena dva puta za po 10% i sada iznosi 399 dinara.

Koliko je iznosila poc¢etna cena knjige?
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8.2. Modeli kamatnog racuna

K — kapital (ili glavnica) - ukupna suma koju poverilac daje duzniku, ili Stedisa
ulaze na Stednju.

p — kamatna stopa — predstavlja iznos koji duznik godi$nje placa poveriocu na
svakih 100 pozajmlinjenih jedinica. lzurazava se u procentima (p%) ili u decima-
p%

100

I — interes (ili kamata) — predstavlja naknadu u novcu koja se pla¢a poveriocu za

Inom zapisu p =

koriS¢enje pozajmljenih sredstava K, na vreme t, obrac¢unata po kamatnoj stopi p.

t — vreme — racuna se od dana pozajmljivanja do dana vracanja kapitala i moZe se
racunati u godinama (tg), mesecima (tm) ili danima (tg).

Vrednost kapitala na pocetku vremenskog perioda t =t, neke finansijske transa-

kcije naziva se pocetna vrednost kapitala (ili sadasnja vrednost) i obi¢no se obele-

Zavamo sa K. Vrednost kapitala na kraju finansijske transakcije naziva se krajnja

vrednost kapitala (ili budu¢a vrednost), i obeleZava se sa K. Kako ona zavisi od

vremena na koje je kapital ulozen, K je funkcija od vremena K = f(t). Kamata se
izracunava kao razlika krajnje 1 pocetne vrednosti kapitala | = K - K.

Vrednost kapitala se tokom vremena "oploduje" tj. raste i tu promenu nazivamo
kapitalizacijom (kapitalisanjem) ili ukamacivanjem.
Kod kamatnog racuna postoje sledece varijante raCunanja vremena:
- (30, 360) podrazumeva da je duzina svakog meseca 30 dana, a duzina
godine 360 dana.
- (k, 360) duzina svakog meseca je kalendarska (realna), a za duzinu godine
se uzima 360 dana.
- (k, 365) duzina svakog meseca je kalendarska (realna), a za duzinu godine
se uzima 365 dana.
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U praksi se primenjuju slede¢i modeli kamatnog ra¢una:

- Prost kamatni ra¢un gde se kamata racuna na istu osnovicu (pocetni kapi-
tal) po isteku vremena kapitalisanja, pri ¢emu je kamata proporcionalna
iznosu kapitala K, kamatnoj stopi p i vremenu kapitalisanja t. Prost kamatni
racun se po pravilu koristi kod kratkoro¢nih finansijskih transakcija Cije je
vreme trajanja ispod godinu dana, ali i kod obracunavanja zatezne kamate.

- Kod sloZzenog kamatnog racuna, kamata se raCuna za svaki obracunski
period u toku vremena kapitalisanja. Poc¢etna vrednost kapitala, uvecana za
kamatu predstavlja krajnju vrednost kapitala za posmatrani obracunski
period 1 pocetnu vrednost kapitala za slede¢i obracunski period.
U svakodnevnom govoru se za slozen kamatni rac¢un, Koristi izraz ,,kamata
na kamatu“. Obracunski periodi mogu biti godis$nji, polugodisnji, trome-
seCni (kvartalni), mesecni ili na neki drugi nacin utvrdeni. Vreme
kapitalisanja mora da sadrzi ceo broj obracunskih perioda.

- U slucaju kada broj obracunskih perioda nije ceo broj, primenjuje se
kombinovan sloZen i prost kamatni racun.

Nacini obra¢una kamate kod sloZenog kapitalisanja:

- dekurzivni — kamata se zaracunava na pocetnu vrednost kapitala za posma-
trani obracunski period, a isplacuje se na kraju obracunskog perioda.
Dekurzivna kamatna stopa obeleZava se sa p.

- anticipativni — kamata se zaracunava na krajnju vrednost kapitala za po-
smatrani vremenski period, a isplacuje se unapred, na pocetku obracunskog

perioda. Anticipativna kamatna stopa se obelezava sa q.

8.2.1. Prost kamatni rac¢un sa dekurzivnom kamatnom stopom

Kod prostog kamatnog racuna sa dekurzivnom kamatnom stopom kamata se
obratunava jednom, na kraju vremenskog perioda t. Osnovna proporcija kod

prostog kamatnog rauna je
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Ky i1 =100% : pt
Ako je kapital K, ulozen (plasiran) po stopi p na vreme t godina tada kapitalu K,
odgovara procenat od 100%, kamati | odgovara procenat od t-p %. Kako se

kamatna stopa obi¢no zadaje na godiSnjem nivou, vreme t mora biti izrazeno u

godinama. Iz osnovne proporcije se mogu izraziti pocetna vrednost kapitala K,
kamata | dekurzivna kamatna stopa p i vreme t.

_1001  _Kopt _1001 . _ 1001

Ko =

Copet] 100 P Ko-t'  Ky-p

Ukoliko je kamata izrazena u decimalnom zapisu, osnovna proporcija prostog
kamatnog racuna dobija oblik

Ko:l=1:pt

odakleje I =K, -p-t, K, = = , t=
Ko -t Ko- P

I
pr P

Iz formula se vidi da je kamata direktno proporcionalna pocenoj vrednosti kapitala
(glavnici) K,, kamatnoj stopi p i vremenu t. Krajnja vrednost kapitala K je zbir
pocetne vrednosti kapitala K, i kamate . K=K, +1 =K, +K,-p-t

K =K,(@1+ pt)

Ako je vreme zadato u mesecima t,, onda t (vreme u godinama) izracunavamo po

formuli t:t—"‘, ako je vreme dato u danima onda je t:ti ili t= Ly , Sto zavisi
12 360 365

od varijante raCunanja vremena koja se primenjuje.

Primer 1. Koliku kamatu donosi kapital od 385 000 dinara, uloZzen na 3 meseca i
15 dana po godisnjoj dekurzivnoj kamatnoj stopi od 12%, primenom varijante
(30, 365)? Kolika je krajnja vrednost kapitala?

ReSenje.

K, = 385000, p =12% = 02,t, = 3-30 +15=105,t = ¢ — 295 _ 5 5767
365 365
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Kamataje | =K, - p-t=K,-p o 385000-0,12-@ =13290,411 dinara, a
365 365

krajnja vrednost kapitala je K = K, + 1 = 385000 +13290,411 = 398290,411dinara.
Primer 2. Koliko iznosi godisnja dekurzivna kamatna stopa sa kojom je ulozen

kapital od 630 000 dinara na 3 godine i 5 meseci, ako je njegova vrednost porasla
na 917 000 dinara.

Resenje.
t, 41
K, =630000, K =917000,t,, =3-12+5=41t=—"=—
12 12
p= K ! g pa moramo najpre da izraunamo kamatu.
0

Iz K=K, +1I,kamataje | = K-K, =917 000 - 630000 = 287 000

oo 1128700012
Kot 41 630000-41

O'E

0,1333

Kamatna stopa izrazena u procentima je p = 13,33%.

Primer 3. Koju sumu novca treba uloziti 23.04.2008. godine, sa godiSnjom deku-
rzivnom kamatnom stopom 12,6%, da bi 11.03.2009. godine vrednost uloZenog
novca iznosila 134 156 dinara? Koristiti varijantu za racunanje vremena (k, 365).

ReSenje. K, =?,K=134156, t=7+6-31+3-30+28+11=322 dana (kad se

koristi varijanta (k, 365) mora se racunati realno broj dana u mesecu), p =0,126.
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, I .
K, racunamo iz formule K Y no kako nam kamata I nije poznata,
p .

izrazicemo je kao | = K — K, =134156-K,, pa je

Ko _ 134156 7K Ko-p-i:134156—|<O = Ko| 1+ p-i =134156 =
0. la 365 365
365
Kq = 134156 _ 134156 1507455

1+ p-i 1+o,126-@
365 365

Primer 4. Kapital od 700 eura je ulozen na Stednju 23.07.2008. godine po stopi od
5,4% godisnje. Kog dana se moze podici iznos od 1000 eura na ime glavnice sa
kamatom uz (k, 365)?

ReSenje. K, =700, K =1000, p = 0,054, t = ? (vreme je u godinama)

I 300

| =K-K,=1000-700=300 = t= =
Ky-p 700-0,054

~ 7,9365 godina.

0,9365-365 dana ~ 342 dana, pa je t =7god. 342 dana. Posle sedam godina, datum
je 23.07.2015. Do kraja 2015. godine ima jo$ 8 + 3-31 + 2-30 = 161 dan. Ostaje jos
342 — 161 =181 dan u 2016. godini, Sto je neSto manje od pola godine. Zbir dana u
prvih Sest meseci 2016. godine je 31 + 29 + 31 + 30 + 31 + 30 = 182 dana.

181. dan je 29. jun. Novac moze da se podigne 182. dana, dakle 30. juna 2016.

godine.

Primer 5. Na koje vreme treba uloZiti 200 000 dinara, sa godiSnjom dekurzivnom
kamatnom stopom od 12,6% da bi se vrednost uloZenog novca povecala za 10%?
ReSenje. K, =200000, | = K, -10% = 0,1-200 000 = 20 000, p =12,6% = 0,126

I 20000

t= = =0,79365godina
Ko-p 200000-0,126

0,79365¢ -365d = 289,68d ~ 290d = 9 mes. 20 dana
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8.2.2. Slozen kamatni ra¢un sa dekurzivnom kamatnom stopom

Kod slozenog kamatnog racuna sa dekurzivnom kamatnom stopom, kamata se
rauna na pocetnu vrednost Kkapitala, na kraju svakog obracunskog perioda.

Pretpostavimo da je kapital K, (pocetna vrednost kapitala) ulozen sa godiSnjom

dekurzivnom stopom p na vreme od t godina sa m kapitalisanja (obracunskih

perioda) u toku jedne godine. Tada je kamatna stopa po jednom obracunskom peri-

odu jednaka Piova stopa predstavlja tzv. relativhu dekurzivnu kamatnu stopu
m

(proporcionalna kamatna stopa). Ovakav nacin obracuna kamate u bankarstvu je

poznat kao proporcionalni metod.
Na kraju prvog obracunskog perioda, nakon dodavanja kamate I, = K, 1 pocetnoj
m

vrednosti kapitala K, dobijamo da je krajnja vrednost kapitala:
Ky =Ko+ 1y =Ko +Kg> = Ko(l+£j.
m m

K, Je krajnja vrednost kapitala za prvi obracunski period i pocetna vrednost

kapitala za drugi obracunski period. Kamata za drugi obracunski period iznosi

I, = Klﬁ, pa je krajnja vrednost kapitala za drugi obra¢unski period:
m

p p . p .
Ko =K;+1ly,=K;+K;—=K;|1+— |. Kako je K; =Ky|1+— |, to]je
2 1712 1 1 1( j J 1 0( j J

2

p p p
Ko =Kp|ll+— [1+— =Ky =Kp|1+—| .
2=tofte | ] =it )

Na kraju treceg obracunskog perioda kamata | ; = K, P g dodaje pocetnoj vredno-
m

sti kapitala za tre¢i obraCunski period, K,, pa je krajnja vrednost kapitala:

129



2
K3 =Ky + |3 =Ky + K2£= Kz(l-i-BJ. Kako je K2 = Ko(l—f-%) to je
m m

2 3
p p p
Kea=Kpll+—| [1+— =Ky =Kp|1+—| .

Na osnovu ovih izra¢unavanja mozemo izvuci zakljuc¢ak da je na kraju i-tog obra-

cunskog perioda, krajnja vrednost kapitala:
i
Ki = K0(1+%j , gde je i=1,2,3,---,tm (tm ukupan broj obracunskih perioda).

Nakon isteka vremena ukamacivanja t, i =tm krajnja vrednost kapitala je:
tm
Ky = K0[1+£j .
m
P

Ako obelezimo sa r =1+--, tada je Ky, =Kg-r'™.
m

Da bi mogao da se primeni slozen kamatni racun, vreme t ne mora da predstavlja
ceo broj godina, ali mora da sadrzi ceo broj obracunskih perioda, tj tm mora da
bude ceo broj.

Kamata se izraCunava po formuli | = K, — K,

Ako su poznate veli¢ine Kim, t, m i p, tada po€etnu vrednost kapitala K,dobijamo

iz formule
o= Kim _ Kim
tm tm
r
)
m

Ova vrednost predstavlja takozvanu diskontovanu vrednost kapitala Kip,.
Ako su poznate veli¢ine K,, K,,, mip, tada nepoznato vreme ukamacéivanja t
dobijamo na sledeéi nacin:

K K
= logr™ =log—™ = tmlogr = log K”“ .

0 KO 0

tm

_ tm tm _
Kmm =Ko r=r" =
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Kim

= o
mlogr

log

Na sli¢an nacin kad su poznati K, K, mit, nepoznatu kamatnu stopu p

tm
dobijamo iz Ky, = K0(1+£j ,
m

tm
(1+£j K g P K p=m|tm Kim _q|.
m KO m Ko KO

Primer 1. Izracunati koliku kamatu donosi kapital od 281300 dinara koji je ulozen

na Stednju 3 godine 1 9 meseci sa tromesecnim (kvartalnim) kapitalisanjem po

godisnjoj dekurzivnoj stopi od 11,6%.

Resenje. K, =281300, t=3 god. 9 mes., m =% =4 obrac¢unskih perioda
godisnje,

p=0,116 = tm=3-4 +% =15 obracunskih perioda ukupno.

tm 0.116 15
| =K, —K, = K0[1+£j —Ky = 281300(1+ —j — 281300 =150617,055
m 4

Primer 2. Koju sumu treba uloZiti pa da ona za vreme od 3 godine po dekurzivnoj
kamatnoj stopi od 9% godisnje, sa mese¢nim ukamacivanjem, donese 386 300
dinara kamate.

ReSenje. 1 =386 300, p=0,09,t=3, m=12, =>tm=3-12=36, K, =?

tm tm
I:Ktm—KO:K0(1+£j ~Ko =Ko (1+%] -1 :KO( _
o2)" ]
1+ -1
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386 300
36
(“ 0,09} 1
12
a krajnja vrednost kapitala je

Ky = Kag = Ko + | =1251598,23 + 386 300 =1637 898,23 .

Pa je pocetna vrednost kapitala K, = =1251598,23

Primer 3. Odredi na koje vreme je uloZena suma od 360 000 dinara sa godiSnjom

dekurzivnom kamatnom stopom od 12% uz tromesecno kapitalisanje ako je ona

narasla na 612 876 dinara.

Resenje. K, =360000, p=012,m = % —4,r=1+P =103 K,, =612876,t =2
m

log Kim |, 612876
Ko _ 9360000 _0,23107

t= =
mlogr  4-logl1,03 4.0,01284

=4,5godina, tm=4,5-4 =18.

Primer 4. Po kojoj stopi je uloZen kapital od 94 600 dinara na vreme od 3 godine i
6 meseci uz mese¢no dekurzivno ukamacivanje, ako je on doneo 57 633 dinara
kamate?

ReSenje. K, =94600,t =3god.6 mes.m=12,tm=3-12+6 =42, | =57 633
Kin = Ko +1 =94600+57 633 =152 233

tm tm
Kim = K0[1+£j , (1+£) _ Kim —1+P — i Kim =p= m(tm}_Ktm _1]
m m KO m Ko KO
1
p= 12(4\2/ 1955625’5 - ] —12£1,607742 1} =12(1,6077°%% —1) = 013637 =13,6%.

Preracunavanje kamatne stope sa jedne na drugu vrstu kapitalisanja

Razmatramo koji odnos izmedu kamatnih stopa p, i p, mora da postoji da bi
kapital K, ulozen po stopi p; sa m, obracunskoh perioda godisnje, na kraju svake
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godine davao istu krajnju vrednost, tj donosio istu kamatu kao da je uloZen po stopi

p, sa m, kapitalisanja u toku godine. Iz uslova K, =Ky,

tm, tm, tm,
Kin, = Kim, = K ( Pk ( pz] 1+ tmi(l+&J =
m; m, m; m,

m,

Primer 5. Odredi kamatnu stopu koja ¢e sa mese¢nim kapitalisanjem donositi kra-

jem svake godine kapitalu K, istu krajnju vrednost, kao da je uloZen po stopi od

12,6% sa tromesecnim kapitalisanjem.

Resenje. p, =?,m, =12, p, =0,126,m, = % =4

4 1

m2 1
p,=m,|™ [1+ pz) “1]=12 (1 Olejlz 1 =12(1,03153 1}:
m,

~12(3/1,0315 ~1) = 0,12469 =12,47%

Primer 6. Ako je godiSnja dekurzivna kamatna stopa za oroc¢enu Stednju na jednu
godinu 12%, izracunati odgovarajuée godiSnje stope za a) mesecno, b) tromesecno
kapitalisanje, tako da krajnja vrednost kapitala na kraju godine bude ista.
Resenje.a) p, =?,m, =12, p, =012,m, =1

P =12- ((1+ 0.12)2 —1): 0,11386 =11,386% .

b) p=?m =4,p, =012,m, =1

pr =4 (L+012)* ~1)=0.11495 - 11495%
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Konformna kamatna stopa i odnos izmedu relativne i komforne kamatne
stope
Ako je 200 000 dinara ulozeno sa godisSnjom dekurzivna kamatna stopa p = 12% i

kvartalnim kapitalisanjem, (broj obracunskih perioda godi$nje je m = 4), relativna

Y

kamatna stopa, (kamatna stopa za jedan obracunski period) iznosi — =0,03.
m

Vrednost kapitala na kraju prve godine iznosi

! 012)*
K, = K0(1+ B] — 200000 (1+’Tj — 225101,762
m

a vrednost kamate je 25 101,762.

Da je kamata racunata samo jednom na kraju godine, ona bi iznosila
I =K, p-t=200000-0.12-1= 24000

a, kamati 25 101,762 u tom slucaju odgovara godisnja kamatna stopa

_ 25101.762

p= =0,12550881 =12,550881%
200000-1

Konformna kamatna stopa p, ,, predstavlja stopu obracuna kamate po svakom od

m obracunskih perioda u toku godine sa osobinom da je krajnja vrednost kapitala
na kraju godine, bez obzira na broj obracunskih perioda, ista kao da je racunata
jednom na kraju godine po godisnjoj kamatnoj stopi p.

Formulu za izraCunavanje konformne kamatne stope dobijamo iz prethodno

definisanog uslova
Km =Ko+ pem)™ =KoL+ p)
1+ pk,m)m =1+p
ReSavanjem ove jednacine po p, ,, dobijamo
Pem =V1+p -1,
a reSavanjem po p dobijamo p=(1+ pk]m)m —1. Ako se koristi konformna kama-

tna stopa p, , onda se u formuli za izracunavanje krajnje vrednosti kapitala kod
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slozenog kapitalisanja, relativna dekurzivha kamatna stopa

P zamenjuje
m

konformnom kamatnom stopom p, ., pa je krajnja vrednost kapitala

tm
Kim = Ko(1+ pk,m)
Da bismo uocili razliku izmedu relativne 1 komforne kamatne stope razmotri¢emo

nekoliko primera.

Primer 1. Neka je godiSnja dekurzivna kamatna stopa p = 8% i m = 12. Tada je

p 0,08

relativna kamatna stopa — =0,00667, a konformna kamatna stopa je

Pr12 =¥1+ p —1=3108 -1=0,00643. Ako se mese¢nim ukamacivanjem izradu-

naju odgovarajuce godisnje stope, relativnoj dekurzivnoj kamatnoj stopi 0,00643

odgovara godisnja dekurzivna kamatna stopa
m
p'= (1+ %) -1=(1+ 0,00667)12 -1=0,083% =8,3%, a komfornoj mesecnoj

kamatnoj stopi odgovara godisnja dekurzivna kamatna stopa 8% . Razlika je 0,3%

ukoliko se koristi relativna kamatna stopa i ekonomski nije opravdana.

Primer 2. Neka je godisSnja kamatna stopa p= 15% i neka je m = 12. Relativna

dekurzivna kamatna stopa ¢e biti £=%=0,0125, i ona mese¢nim ukama-
m

¢ivanjem daje godisnju stopu p’ = (1+0,0125)*2 —1=0,16075=16,075% koja je
bez nekog opravdanja veca za 1,075% od realne godisnje stope 15%. Konformna
kamatna stopa py = 1+015-1=0,01171, daje mesecnim ukamaéivanjem
godiSnju stopu p’ =p = 15%.

Sa poveéanjem kamatne stope p i1 broja obracunskih perioda m, razlika izmedu

godisSnje dekurzivne kamatne stope (nominalne) pi stvarne (efektivne) p’ se

povecava.
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8.2.3. Model kombinovanog prostog i slozenog kapitalisanja sa
dekurzivnom kamatnom stopom

U praksi se moze desiti da se vreme ukamacivanja ne poklapa sa celim brojem
obracunskih perioda, pa se do krajnje vrednosti kapitala tada ne moze do¢i samo
primenom slozenog kamatnog raCuna, ve¢ se mora kombinovati sloZzen i prost

kamatni racun.

Neka je kapital K, uloZen po stopi p sa m obracunskih perioda godiSnje na vreme

t’, gde t'm nije ceo broj obracunskih perioda. Onda ¢emo sa tm obeleZiti ceo broj
obradunskih perioda (tm = [t'm]), a preostali broj danasa t; =t'—t, t, je manje od

trajanja obraCunskog perioda. Najpre se izracunava Krajnja vrednost kapitala

primenom slozenog kamatnog racuna za tm obracunskih perioda,
0 tm

K = K0[1+ —] , @ za preostalo vreme t;, primenjuje se prost kamatni racun na
m

osnovicu K., tako da je krajnja vrednost kapitala

Primer 1. IzraCunati kamatu koju donosi kapital od 25 000 dinara uloZen na vreme
od 3godine i 246 dana uz tromese¢no ukamacivanje po dekurzivnoj kamatnoj stopi
od 12,5% godisnje.

Resenje. K, = 25000, p =0,125,t" = 3god. 246dana =3g8m6d,m=12/3 =4,
tm=3-4+[8/2]=14, jer 246 dana sadrazi 8 meseci odnosno dva obratunska peri-

oda. Preostali broj dana je t; =2-30+6 = 66 dana, pa je krajnja vrednost kapitala
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tm 14
K, =K,y[1+ 2] [14 P00 |- 25000[1+%j (1+Mj -
m 365 4 365

= 38462,32-1,0226 = 39331,568
Trazena kamata je | = Ky — K = 39331,568 — 25000 = 14331,568 dinara.

Primer 2. Kolika je bila vrednost kapitala na dan 23.11.2004. godine ako je
12.06.2007. godine njegova vrednost iznosila 79 180 dinara. Kapital je uloZen sa
godiSnjom dekurzivnom kamatnom stopom od 9,36% 1 mese¢nim ukamacivanjem.
Resenje. Vreme ukamacivanja od 23.11.2004. do 12.06.2007. iznosi:

do kraja 2004. godine 8 dana (rauna se i 23.11.) 1 1 mesec,

do kraja 2006. godine 2 godine,

i u2007. godini 5 meseci i 12 dana $to ukupno iznosi t =2 god. 6 mes. 20 dana.
Posto se radi o mese¢nom ukamacivanju, m =12, pajetm=2-12+ 6 =30, a

ty = 20, Sto ukazuje da se radi 0 kombinovanom slozenom i prostom kamatnom

racunu.
p =0,0936, Ks = 79180, Ko =?
tm
Iz Kg =Ko[1+ P ] [14P10 | ok, = Ks
m 365

tm
(1+ pj 1+ Plg
m 365
Pa je pocetna vrednost kapitala

79180 B 79180
0093613/ 0,0036.20) 1.2625-1.0051
1+ 142 =7

Ko = =62398,6 dinara.

365

Izracunavanje vremena

Ako su poznate veli¢ine: pocetna vrednost kapitala K, krajnja vrednost kapitala
Kin s godisnja dekurzivna kamatna stopa p i broj obracunskih perioda godisnje m,

vreme se najpre izracunava po formuli koja se primenjuje kod slozenog kamatnog
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K
log——™
raduna t'=———2, Ukoliko t'm nije ceo broj, to zna¢i da se radi o kombinova-
mlogr
nom slozenom i prostom kamatnom rac¢unu. Izracunava se tm tako Sto se odbacuje
deo broja iza decimalnog zareza tm = [t’m] . Preostali broj dana t; nije precizan i

mora se preracunati iz formule

tm
K, = K0[1+£j 142 te
m 365

n P -t _ Ks — P -t _ Ks -1
365 tm 365 p tm
K0(1+ j K0(1+j
m
t, = 365 K, _ 1
P p
K0(1+j
m

Trazeno vreme jet’= t+t;.

Primer 3. Na koje je vreme ulozZen kapital od 62 000 dinara uz mese¢no ukama-
¢ivanje po stopi od 9,36% godisnje ako je on doneo 16 780 dinara kamate?

ReSenje. K, = 62000, p =0, 0936, | = 16780 m = 12, unapred ne znamo da li je u
pitanju slozen ili kombinovan slozen i prost kamatni racun, pa ¢emo za krajnju

vrednost Kapitala Koristiti oznaku K,,, K, =K, +1=62000+16780 = 78780.

Najpre racunamo vreme po formuli za sloZeno kapitalisanje

log Kim 10g 78780
, Ko 62000 0,104 :
t'= = = =2,5679, 0,5679-365 ~ 207, pa je
mlogr 0,0936 ) 0,0405
12-log| 1+

t'= 2god. 207dana = 2god. 6mes. 27dana, tm =2-12 + 6 = 30 (t =2 god. 6 mes.) i
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imamo ostatak od 27 dana Sto nam govori da je u pitanju kombinovan kamatni

racun, pa broj dana moramo preciznije preracunati po formuli

365 Ks 365 78780
=" m |~ 10,0036 0.0936 1=
K0(1+ p} ’ 62000( L j
m 12
_3899,573 —(97%0__1|_ 25165~ 25dana,
78274,862

trazeno vreme je t + ty = 2god. 6mes. 25dana.

Primer 4. Izracunati kamatu koju donosi kapital od 168 000 dinara na 3 godine i
136 dana, sa mese¢nom konformnom kamatnom stopom koja odgovara godisnjoj
dekurzivnoj kamatnoj stopi od 16%. Kolika bi bila razlika u kamatama da je
umesto komforne kori$éena relativna dekurzivna kamatna stopa?

ReSenje. Ky = 168000, t' = 3god. 136 dana = 3god. 4mes. 16 dana, m =12, p =0,16
tm=23-12 + 4 =40 (3god. 4mes.), t; =16

Zbog ostatka od 16 dana zaklju¢ujemo da je u pitanju model kombinovanog sloze-
nog i prostog ukamacivanja.

Najpre izraCcunavamo komformnu kamatnu stopu

Pim = Pese =@+ p)¥ —1=(1+016)"* -1=0,01244.

Kamata je 1'= K{ —K,. U formuli za izracunavanje krajnje vrednosti kapitala, P

j KO_KO[1+ P )| 1 (+%J_lj:

365
wf. 0, 6 16
168000| (L+0,01244)%| 1+ 1|=109406,39
p

zamenjujemo sa py .

I'= K. —Ko = KoL+ pym) (
1

Primenom ralativne kamatne stope - = %26 =0,0133 =1,33%, dobijamo kamatu
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tm tm
| =K, K, = Ko[l+%j (1+ 262_;’ j— K, = K{(H%j (1+ 2;5(’ j—l}:

0,16-16

= 168000((1+ 0,0133)" (1+ j - 1} =118989,74

Razlika kamata je | —1"=118989,74 —109406,39 = 9583,35 koju korisnik kapitala

neopravdano placa vlasniku kapitala.

8.2.4. Prost kamatni racun sa anticipativnom kamatnom stopom

Za razliku od dekurzivnog nacina gde se kamata obracunava na osnovicu koja
predstavlja pocetnu vrednost kapitala za posmatrani obracunski period, kod antici-
pativnog nacina, kamata se obracunava na osnovicu koja predstavlja krajnju vre-
dnost kapitala. Zbog toga su pri istoj stopi kamate dobijene anticipativnim nac¢inom
obracuna vece i time nepovoljnije za korisnika od kamata dobijenih dekurzivnim
na¢inom obracuna. Da bi razlikovali ova dva nacina kapitalisanja, anticipativnu
kamatnu stopu ¢emo obelezavati sa (.

Anticipativni na¢in obracuna kamate podrazumeva da se kamata racuna na krajnju
vrednost kapitala, a isplacuje se unapred | = Kqt. Vreme je izrazeno u godinama.
U praksi kod pozajmljivanja novca, klijent dobija iznos umanjen za iznos kamate, a
vraca ceo iznos novca. Do formule za krajnju vrednost kapitala dolazimo pomoc¢u
relacija K=K, +1 i I =Kqt.

K=K, +Kqgt < K-Kqgt=K, < K(1-qt) =K,

_ Ko
1-qt
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Odavde mozemo izraziti pocetnu (diskontovanu vrednost kapitala) K, =——.

1-qt
Iz formule za izraCunavanje kamate | = Kqt mozemo izraziti vreme i godiSnju

anticipativu kamatnu stopu t = @ q= $

Primer. Klijentu je potrebna pozajmica od 3000 eura na Sest meseci. Na zajam se
primenjuje anticipativni nacin obracuna kamate po stopi 11,45%. Koliko novca
klijent treba da pozajmi?

ReSenje. Kod ovakvog modela kamatnog racuna, kamata se odbija odmah na

pocetku. Zato klijent treba da pozajmi 3000 + I, da bi mu bilo isplaceno 3000 eura.
K, =3000,t,, =6,t = ;ﬂz =0,5q=1145% =0,1145,

K, 3000

K = = = 3234,5013477 ~ 3234,5014
1-gt 1-0.145-0.5

Kad klijent pozajmi 3234,5014 eura, kamata 234,5014 eura ¢e biti odmah odbijena,
a klijentu ¢e biti isplaceno 3000 eura. Posle Sest meseci Kklijent je duzan da vrati
3234,5014 eura. Kamata je obracunata na krajnju vrednost kapitala $to moZemo da

proverimo | = Kqt =3234,5014-0,145-0,5 = 234,5013515 ~ 234,5014

8.2.5. Slozen kamatni ra¢un sa anticipativnom kamatnom stopom

Pocetna i krajnja vrednost kapitala

Neka je kapital K, ulozen sa anticipativnom kamatnom stopom q i m kapitalisanja
u toku godine, na vreme t godina, pri ¢emu t sadrzi ceo broj obracunskih perioda.
Kamatna stopa za jedan obracunski period (relativna anticipativha kamatna

q

stopa) je —.
m
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Obelezimo sa K; krajnju vrednost kapitala za prvi obracunski period. Kamata se
zaracunava na krajnju vrednost kapitala 1 iznosi |, = Klg. Pocetna vrednost
m

kapitala za prvi obracunski period dobija se oduzimanjem kamate 1, od krajnje

vrednosti kapitala za prvi obracunski period, tj.

q q Ko

Ky=K,-1,=K, -K,=—=K,1l-—)= K, =
0 1~ 1 1 1( m) 1 1—q
m

Na taj nac¢in smo dobili formulu za krajnju vrednost kapitala za prvi obracunski

period K, .
Na isti nacin dobijamo formulu za krajnju vrednost kapitala za drugi obracunski
period K,
K K
Ky=Ky =1y =Ky =Ky = Ky (- )= Ky =—2 =0,
m m 1_& q
m m
Za i-ti obracunski period, ova formula ima sledeci oblik
K; :Li,izl, 2,3,...,tm.
)
m
Ko

Onda ¢e krajnja vrednost kapitala biti Ky, = —
_a
[-n)

= p predstvlja anticipativni kamatni ¢inilac. Krajnja vrednost kapi-

lzraz

L9
m

tala izrazena preko njega je Ky =K0ptm. Odavde se moze izraziti pocetna

tm
vrednost kapitala Ko = Ko ™ ili K, = K, (1—&j
m
Takode moze se izraziti vreme ukamacivanja
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tm tm
q Ko q Ko q Ko
-2 =—% = ogl1-—| =log—2 = tmlog|1-— |=log—2
( j K:'g( mj Ky g( mj Tk

m tm tm tm
log—2
t — Ktm
mlog(l—qj
m
tm
s K K
I anticipativna kamatna stopa. ( —ﬂj =0 = 1—g = tm|— 2 |
m Kin m Kim

K
q=m| 1—ty—2 ]
[ Kim

Veza izmedu anticipativne i dekurzivne kamatne stope

Vezu izmedu anticipativne q i dekurzivne p kamatne stope ¢emo odrediti iz uslova
da su krajnje vrednosti kapitala koje donosi pocetni kapital Ko za vreme t i m kapi-
talisanja godisnje, jednake.

1Z Ky = Kipy = Kgp™ =Kogr'™ = p=r @quu

m

3o
0
|
Il

Odavde mozemo izraziti anticipativnu kamatnu stopu preku dekurzivne
m2

q=m- ’
m+p

i obrnuto dekurzivnu kamatnu stopu preko anticipativne

Premer 1. Koliku kamatu donosi kapital od 72 000 dinara sa godiSnjom anticipati-
vnhom kamatnom stopom 13% za vreme od 2 godine i 3 meseca, mese¢nim

kapitalisanjem? Kolika je dekurzivna kamata pri istoj stopi 13%? Koliku
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dekurzivnu kamatnu stopu treba primeniti da bi se ostvarila ista kamata kao kod
zadate anticipativne kamatne stope?
ReSenje. Ko= 72000, g = 0,13, t =2god.3mes., m =12, tm=2- 12 +3 =27

Anticipativna kamata je

I, = Ky — Ko =

a ~ '“Mm

I, = 72000 ;—1 =24617,71

27
(1_ o,13j
12

Dekurzivna kamata je

tm tm 013 27
I, = K0(1+£j “Ky =K, (1+Bj ~1|=72000 (1+’—j 1= 24312,02
m m 12

Da bi se dobila na kraju ista kamata kao kod anticipativnog nacina kapitalisanja pri

stopi od 13% potrebno je primeniti dekurzivnu kamatnu stopu

2
o= oM 1o 13149
m-—q 12-013

8.2.6. Model kombinovanog prostog i slozenog kapitalisanja sa
anticipativnom kamatnom stopom

Kada se vreme ukamacivanja ne poklapa sa celim brojem obracunskih perioda, za
izraCunavanje krajnje vrednosti kapitala kombinujemo slozen i prost kamatni racun.

Neka je kapital K, uloZen po stopi g sa m obracunskih perioda godi$nje na vreme

t', gde t'm nije ceo broj obracunskih perioda. Onda ¢emo sa tm obeleziti ceo broj

obracunskih perioda (tm = [t'm]), a preostali broj danasa t; =t'—t, t, je manje od
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trajanja obraCunskog perioda. Najpre se izraCunava krajnja vrednost kapitala

primenom slozenog kamatnog racuna za tm obracunskih perioda,
0 o0 @ 78 preostalo vreme t;, primenjuje se prost kamatni racun.
_4a
m

Kako se kod anticipativnog nacina kamata racuna na krajnju vrednost kapitala,

Ktm =

primeni¢emo prost kamati racun na osnovicu K, tako da je krajnja vrednost

kapitala

q-t q-t q-t
K=K K G KK G =K 1K

K. = Ktm _ KO

s (M'tdj [1_0!)”“( _q-tdj
365 m 365

Primer 1. IzraCunati kamatu koju donosi kapital od 25000 dinara uloZzen na

3godine i 246 dana uz tromesecno ukamacivanje sa anticipativnom kamatnom
stopom 12,5% godisnje.

ResSenje. Ko, =25000,q =0,125,t" = 3god. 246dana =3g8m6d, m=12/3 =4,
tm=3-4+[8/2]=14, jer 246 dana sadrazi 8 meseci odnosno dva obragunska peri-

oda. Preostali broj dana je t; =2-30+6 = 66 dana, pa je krajnja vrednost kapitala

K, 25000 25000

S

tm . 14 66)  0.641157-0,977397
(1 q) (1_q tdj (1_0,125) (1_0,125 66}

m 365 4 365

=39893,7277 Kamata iznosi | =39893,7277 — 25000 =14893,7277 .
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Izracunavanje vremena

Ako su poznate veli¢ine: pocetna vrednost kapitala K,, krajnja vrednost kapitala
Ky godiSnja anticipativna kamatna stopa g i broj obracunskih perioda godisnje

m, vreme se najpre izraCunava po formuli koja se primenjuje kod slozenog

|Ogﬁ

tm

m Iog(l—qj
m

0 kombinovanom sloZzenom i prostom kamatnom racunu. Izra¢unava se tm tako $to

kamatnog racuna t' = . Ukoliko t'm nije ceo broj, to znaci da se radi

se odbacuje deo broja iza decimalnog zareza tm = [t’m] . Preostali broj dana t nije

precizan 1 mora se preracunati iz formule

Ko :>1_Q'td _ Ko

Trazeno vreme jet’= t+t.

Primer 3. Na koje je vreme uloZen kapital od 62 000 dinara uz mese¢no ukama-
¢ivanje po anticipativnoj stopi od 9,36% godisSnje ako je on doneo 16 780 dinara
kamate?

ReSenje. K, = 62000, p =0, 0936, | = 16780 m = 12, unapred ne znamo da li je u

pitanju slozen ili kombinovan slozen i prost kamatni rac¢un, pa ¢emo za krajnju

vrednost Kapitala Koristiti oznaku K,,, K, =K, +1=62000+16780 = 78780.

Najpre racunamo vreme po formuli za sloZeno kapitalisanje
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log- 10 2000
t = Km  _ 978780  -0,104024

m |09(1—qj 12 |og{1_0-2236j 12-(~0,003401)
m

0,548858-365 = 200,333 ~ 200, pa je t'= 2god. 200dana = 2god. 6mes. 20dana,

= 2,548858

tm=2-12+ 6 =30 (t = 2 god. 6 mes.) i imamo ostatak od 20 dana. To znaci da je u

pitanju kombinovan kamatni ra¢un, pa broj dana moramo preciznije preracunati po

formuli
365 K, 365 62000
AR w |~ 0,0036| 0,0036
Ks(l—qj 78780(1— ’ j
m 12
ty =3899,573 1—ﬂ =17,9057 ~18dana
62286,3178

trazeno vreme je t’=1t + ty = 2god. 6mes. 18dana.

Pitanja i zadaci

1. Koji modeli kamatnog ra¢una postoje i po ¢emu se razlikuju?

2. Nabroj naCine obracuna kamate i objasni.

3. Duznik je platio ra¢un od 20 000 dinara sa zakasnjenjem od 10 dana. Zate-
zna godiSnja kamatna stopa iznosi 19,25%. IzraCunati zateznu kamatu i
ukupan iznos koji je duznik platio.

4. Duznik nije platio svoj dug u iznosu od 5.000 evra 28.12.2015. ve¢
27.03.2016. godine. lzracunati zateznu kamatu, ako se za primenjuje
godisnja kamatna stopa 8,75%.

5. Kilijent je ulozio 1000 eura na Stednju na period od 36 meseci sa godiSnjom
kamatnom stopom 1,2%. Banka primenjuje konformni nacin obracuna
kamate. Na ostvarenu kamatu, Klijent je duzan da plati 15% poreza. Za
koliko je klijent uvec¢ao vrednost svog kapitala?

147



10.

11.

12.

13.

Klijent je oro¢io 10 000 eura na 36 meseci. Posle isteka tog perioda, Klijent
je podigao 10 258,54 eura. Koliku je efektivnu kamatnu stopu primenila
banka?
Na koje vreme treba uloZiti kapital od 2000 eura uz polugodisnje kapita-
lisanje i godisSnju dekurzivnu kamatnu stopu od 7,58% da bi se njegova vre-
dnost udvostrucila.
Na koje vreme je ulozen kapital od 96480 dinara uz tromesecno kapitali-
sanje sa dekurzivnom kamatnom stopom od 10,2% ako je narastao na
140757,7 dinara (30, 360)?
Koliku kamatu donosi kapital od 56000 dinara ulozen na 2 godine 9 meseci
I 16 dana, sa godisSnjom dekurzivnom kamatnom stopom 9,12% i polugodi-
Snjim kapitalisanjem? Koliku kamatu bi doneo da je uloZen pod istim uslo-
vima sa anticipativnom kamatnom stopom 9,12%?
Na koji vreme treba uloziti kapital od 150 000 dinara sa godiSnjom dekurzi-
vnom kamatnom stopom 6,18% i kvartalnim kapitalisanjem da bi se nje-
gova vrednost uvecala za tre¢inu?
Na koje vreme treba uloziti 5000 eura sa

a) godiSnjom dekurzivnom kamatnom stopom od 1,2%

b) godiSnjom anticipativhom kamatnom stopom od 1,2%
i tromesec¢nim kapitalisanjem tako da njegova vrednost poraste za 5%?
Na koje vreme treba uloZiti 4000 eura sa

a) godiSnjom dekurzivnom kamatnom stopom od 1,6%,

b) godiSnjom anticipativhom kamatnom stopom od 1,6%,
i polugodisnjim kapitalisanjem tako da njegova vrednost poraste za 10%?
Odrediti kamatu koju donosi kapital od 18000 eura za vreme od 2godine i
128 dana tromese¢nim kapitalisanjem uz godisnju dekurzivnu kamatnu
stopu od 7,25%. Koliku bi kamatu doneo da je umesto relativne primenjena

odgovarajuc¢a konformna kamatna stopa?
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14.

15.

16.

Izracunati kamatu koju donosi kapital od 200000 dinara, ulozen na 7 godina
8 meseci i 10 dana uz godisnju dekurzivnu kamatnu stopu od 18% i
polugodisnje kapitalisanje. Kolika bi bila kamata da je umesto relativne
primenjena odgovarajuca konformna kamatna stopa?

Izracunati kamatu koju donosi kapital od 60000 dinara ulozen na 2 godine i
236 dana uz tromesecno kapitalisanje sa anticipativnom kamatnom stopom
od 11,212%. Sa kolikom dekurzivnhom kamatnom stopom bi taj kapital
doneo istu kamatu?

Koliku kamatu donosi kapital od 8000 eura uloZen na 2 godine i 226 dana
sa godisSnjom dekurzivnom kamatnom stopom 1,9% i polugodiSnjim
kapitalisanjem? Koliku bi kamatu doneo da je ulozen pod istim uslovima sa
anticipativnom kamatnom stopom od 1,9%? Koja kamata je veca i za

koliko?
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8.3. Krediti

U nedostatku sopstvenih sredstava, subjekat se pozajmljuje kod drugih subjekata
koji ta novcana sredstva poseduju. Tako nastaju kreditni odnosi izmedu duznika i
poverioca. Obaveza duZnika je da pozajmljeni novac zajedno sa dogovorenom
kamatom vrati poveriocu za odredeno vreme, kroz odredeni broj rata (anuiteta).
Anuiteti (a) se sastoje iz dva dela: otplate (o) i kamate (I) a = ¢ + I. Otplatom
sadrzanom u anuitetu se otplacuje zajam. Kamata se uvek racuna na preostali deo
duga za odredeni vremenski period (izmedu dva anuiteta). Anuiteti mogu biti
konstantni (isti) tokom celog perioda otplate kredita, ili mogu biti promenljivi (da
opadaju ili rastu), Sto zavisi od ugovorenog nacina otpale kredita. Vracanje
(otplata) kredita se naziva amortizacija.

Pretpostavicemo da je vremenski razmak izmedu dva anuiteta konstantan 1 da se
poklapa sa periodom kapitalisanja zajma, pri ¢emu se anuiteti isplacuju na kraju

obracunskog perioda.

8.3.1. Amortizacija kredita metodom jednakih otplata sa
dekurzivnom kamatnom stopom

Izra¢unavanje anuiteta i kamata sadrZanih u anuitetima

Kod ove metode amortizacije kredita, otplata kredita je konstantna u svakom anu-
itetu, dok su kamate sadrzane u anuitetima i sami anuiteti promenljivi.

a=c+1

Kamata se zarucCanava na ostatak duga, pa je najveée uces¢e kamate u prvom
anuitetu, a najmanje u poslednjem, 1, > 1, >---> 1. Kako je ucesce otplate isto u
svim anuitetima, najve¢i je prvi anuitet, a najmanji poslednji, a; >a, >--->a,,.
Pretpostavimo da je duznik uzeo kredit u iznosu od K nov¢anih jedinica, sa godi-

Snjom dekurzivnom kamatnom stopom p na vreme t godina sa m anuiteta u toku

jedne godine (pri ¢emu t sadrZi ceo broj anuiteta). Broj anuiteta je n = tm, pa kako
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je otplata konstantna ona iznosi o = —. Vremenski razmak izmedu dva anuiteta je
n

12mes . . . . . . .
pa je relativna kamatna stopa £ S obzirom da duznik vraéa prvi anuitet
m m

tek na kraju prvog obraunskog perioda, kamata sadrzana u prvom anuitetu se

racuna na ukupnu vrednost duga, pa je | = K£ Sto znaci da je vrednost prvog
m

K-p . . . . .
, a stanje duga nakon isplacenog prvog anuiteta je

anuiteta a, =o+ 1, =5+
n

Slz K-o= K_5= K(l_ij

n n

Kamata sadrzana u drugom anuitetu racuna se na stanje duga (iznos duga) S; posle

isplacenog prvog anuiteta, pa je |, = 51% =K %(1— %} ,

odakle je a, =o+1, =5+M(1—£j, a ostatak duga nakon vra¢enog drugog
n m n

anuitetaje Sy =K -2-0 = K—2-£= K(l—gj.
n n

Na osnovu svega navedenog lako je zakljuciti da je stanje duga posle vracanja i-tog

anuiteta S; =K—i-c=K—i~5=K(1—'—j,zai:1, 2,3,...,Nn.
n n

Kako se kamata I, sadrazana u i-tom anuitetu racuna na stanje duga nakon

vracenog i-1. anuiteta, tj. na stanje duga S; ,, to je

I :si_l-ﬁzﬂ[l—ﬂj 2ai=1,2,3,...,n
m m n

Vrednost i-tog anuiteta je a, =o + 1, =

3|X

+K-p(1_ﬂj zai=1,2,3,...,n.
m n

Vraceni deo duga posle i-tog anuiteta je Qj =i-o = ﬁ.
n
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Ukoliko se umesto relativne dekurzivne kamatne stope primeni konformna

kamatna stopa px,m , U Svim obrascima se P , Zamenjuje sa P m.
m

Primer 1. Ako se kredit od 38 960 dinara amortizuje metodom jednakih otplata za
2 godine 1 3 meseca meseCnim anuitetima po godiSnjoj stopi od 8,6%, izracunati
kamatu sadrzanu u osmom anuitetu, vrednost 15. anuiteta, vraceni deo duga posle
20. anuiteta i stanje duga posle 12. anuiteta.

ReSenje. K =38 960, t = 2god. 3mes. m =12, p = 0,086, n =tm =2-12 + 3 = 27,

otpalata je o = K = @ =1442,963
n

I - K- _ﬂ g = 38960-0,086 1_8—1 _ 206,825
m n 12 27
K K-:p i—-1 38960 38960-0,086 14
a8 =—+ l-— | = a5 = + 1-—|=
n m n 27 12 27

=1442,963 +134,436 =1577,399

_I-K 20-38960

= = =———— =28859,259
QI n QZO 27

S; =K —i-0 =Sy, =38960—12-1442,963 = 21644,444

Izracunavanje ukupne kamate
Ukupna kamata koju duznik vraca u toku amortizacije kredita jednaka je zbiru

kamata sadrzanih u svim anuitetima, pa je

|=Zli =iK.p(1_i;1j:Kn.ﬁpé(l_i;lj

i=1 i=1 M n
| =K—.[1—9+1—£+1—3+...+1—n—_1j=M(n~1—(l+g+...+n—_1nz
m n n n n m n n n
K-p

= (n—%(1+2+...+(n—1))j

*
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1+2+...+(n-1) predstavlja zbir n—1 ¢lanova aritmeti¢kog niza ¢iji je prvi ¢lan

b, =1, d=1 i poslednji ¢lan b, ; =n-1. Ovaj zbir izraunavamo po formuli

S, = g(b1 +b, ), odakle dobijamo da je

1+2+...+n—1=n7_1(1+(n—1))=n(nz_l) ,paje
| _M(n_g n(n—l)j_ K- p(n+1)
m n 2 2m

Primer 2. IzraCunati ukupnu kamatu koja se dobija amortizacijom kredita metodom
jednakih otplata i tromese¢nim anuitetima po stopi od 12,5% za vreme od 5 godina
ako je kamata sadrzana u 12. anuitetu 132 dinara.

ReSenje. m=12/3=4,p=0,125,t=5god., n=tm=54=20,1="?

K-p(n+1)
m

kako je | = , nepoznato K ¢emo odrediti iz Iy, = 132.

K-p i-1)\ K:p n—-i+1
i = m - n) m n

_lyrmen 132-4-20
p(n—-i+1) 0125-(20-12+1)
~9386,667-0,125-(20+1)
2-4

=9386,667

=3080

Analiza amortizacije kredita metodom jednakih otplata i amortizacioni plan

. K- i—1 . <
Polazec¢i od obrasca za kamatu |; = —p(l — —] , uporedimo uzastopne ¢lanove
m n

il niza b, 0y, 1, 0.

Kako je

lia—li= Krr~1p[1_l+i—1j_ Krﬁp(l—l;lj=—Km'np <0= lj 1 < jSto znaci

da se kamata iz anuiteta u anuitet smanjuje, tj niz 1,,1,,---, I;,---, 1, je monotono
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opadajuci. To je logi¢no jer se kamate raCunaju na ostatak duga koji je sve manji i

manji.

Polaze¢i od formule kojom se izracunavaju anuiteti a; =c+ |; =—+ |;, dobijamo
n

K K y . . .
aj;1—aj=—+Ilj 1| —+1j |[=1ljz1 -1 <0=aj,1 <4aj, Sto znaci da se 1 anui-
n n
teti pri amortizaciji kredita ovom metodom smanjuju, pa je duznik nominalno
najvise opterecen prvim anuitetom.
U praksi se zbog bolje evidencije, Sto je od znacaja i za poverica i za duznika, pravi

takozvani amortizacioni plan u vidu tabele §to ¢emo ilustrovati slede¢im primerom.

Primer 3. Napraviti plan amortizacije kredita od 10 000 eura metodom jednakih
otplata sa deset tromese¢nih anuiteta i godiSnjom dekurzivnom kamatnom stopom
od 7,5%.

Redni Otplata Kamata Anuitet Stanje duga
broj
anuiteta LS =S 42 a3 =o+l; S, =K-i-o
(i) n m
1 1000 187,50 1187,50 9000
2 1000 168,75 1168,75 8000
3 1000 150,50 1150,50 7000
4 1000 131,25 1131,25 6000
5 1000 112,50 1112,50 5000
6 1000 93,75 1093,75 4000
7 1000 75,00 1075,00 3000
8 1000 56,25 1056,25 2000
9 1000 37,50 1037,50 1000
10 1000 18,75 1018,75 0
h3 10000 = K 1031,75 11031,75
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Najpre izracunavamo otpaltu o =£=@=1000 I popunjavamo drugu i petu

n 10
kolonu, $; =K -0 =10000-1000=9000, S, =K —20 =10000-2000=8000 i

tako dalje Sg =1000, S;p =0. Nakon toga izra¢unavamo kolonu za kamate po

P b=0075,m=1213=4, P _0075

formuli 1; =S;_1 —. =0,01875
m

pa jel, =S, > =10000-0,01875=187,5
m

Io :81£:9OOO-0,01875:168,75 itd. Dobijeni rezultati se unose u kolonu za

kamate. Kako je a; =c+1;, kolonu anuiteta dobijamo sabiranjem vrednosti u

kolonama otpalte i kamate.

Kontrola.Treba proveriti da li je zbir svih kamata jednak vrednosti koja se dobija

K-p-(n+1)

po formuli za ukupnu kamatu | = 5
m

, 1 da li je zbir druge i tre¢e kolone

jednak zbiru Cetvrte kolone.

Razmatraju¢i odnos relativne 1 konformne kamate primetili smo da je ekonomski

opravdano koristiti konformnu umesto relativne kamate. Ako u prethodnim formu-

lama umesto relativne > upotrebimo konformnu kamatu p, ,,, formule ¢e dobiti
m :

oblik

I — i— K- ‘(n+1
Ii:K'pkm(l_Qj,ai:5+K-pkm(1—l 1j,|: P ( )
! n n ' n 2

Primer 4. Kredit od 180 000 dinara amortizuje se mese¢no metodom jednakih
otplata sa godiSnjom dekurzivnom kamatnom stopom od 27% za period od dve

godine 1 Sest meseci. Izracunaj vrednost prvog i poslednjeg anuiteta 1 ukupnu
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kamatu. Kolika bi bila ukupna kamata da je umesto relativne primenjena odgovara-

juéa konformna kamatna stopa?

Resenje: K =180000, p =27% =0,27,t =2god.6mes.m=12,n=2-12+6 =30

a=c+l;, 625218000026000' I, =Q(1_E)
n 30 m n

l, = K-p (1— 14) _Kep (1—9] _KP yobili smo formulu za izratunavanje

m n m n m

=15000-0,27 = 4050

uces¢a kamate u prvom anuitetu 1, = K-p_ 1800(1(; -0,27

prvi anuitet iznosi a, = o + |, = 6000 + 4050 =10050,
i formulu za izracunavanje uceS¢a kamate u n-tom (poslednjem) anuitetu

_K~p(1_n—1]_K~p‘n—n+l_K~p
m n m n m-n

n

1, = 180000-027 (1 _30- 1} = 4050(1 - Qj — 4050 > =135,
12 30 30 30

poslednji anuitet iznosi az;, = 6 + 13, = 6000 +135 = 6035

ukupna kamata je

_K p(n+1) _ 180000-0,27(30 +1) _ 15000-0,27-31 _ 7500-8,37 = 62775

|
2m 2:12

Pem =% P+1-1=%0.27 +1-1=0.0201177 ~ 0.02012

Ukupna kamata primenom konformne kamatne stope

K- pyn(n+1) 180000-0,02012(30 +1)

I =56134.8
2 2
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8.3.2. Amortizacija kredita metodom jednakih anuiteta sa
dekurzivhom kamatnom stopom

Pri amortizaciji kredita metodom jednakih anuiteta, duznik je nominalno jednako
optereCen u svim periodima otpalte kredita. Otplate i kamate su promenljive

velicine a =0, +1,. Kamata se racuna na ostatak duga, pa je najvece ucesce
kamate u prvom anuitetu, a najmanje u poslednjem, 1, >1, >--->1,. Kako su

anuiteti jednaki, za otplate vazi obrnuto. Najmanje je uces¢e otplate u prvom
anuitetu, a najvece u poslednjem, ¢, >c, >--->0o,.
Pretpostavimo da se kredit od K novéanih jedinica amortizuje za period od t godina
sa m anuiteta godisnje po dekurzivnoj godisnjoj kamatnoj stopi p. Obelezimo sa

r=1+-" ukoliko se koristi relativna kamatna stopa, ili r = 1 + pym ukoliko se

m

koristi konformna kamatna stopa.

Metodologija izraCunavanja se zasniva na slede¢em:

Posmatramo i-ti anuitet. Vrednost anuiteta je a = o; + |;, kamata se ratuna na

ostatak duga koji u tom periodu iznosi S;_;, pa je kamata I; = SHB .
m
Ucesce otplate u i-tom anuitetu je o, =a—1, =a-=S, L
m

Stanje duga nakon vracenog i-tog anuiteta S; dobijamo kada od stanja duga S;_;

oduzmemo vrednost i-te otplate, pa je

s, =Si_l—(a—si_1%j=Si_l—a+Si_1%=Si_1(l+%)—a,i:1, 2,...,n n=tm,

Polazeci od ove formule, stanje duga nakon vracenog prvog anuiteta je
P
S;=5y|1+—|-a
= sif12]

Sy = K jer kod obracuna prvog anuiteta, klijent duguje ceo iznos kredita, pa je
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Sl:K{1+£j—a=Kr—a.
m

Stanje duga posle vra¢enog drugog anuiteta je
S, =S [1+£)—a—8 r-a=(Kr-aj-a=Kr’-ar-a
2 v m - v - -
Stanje duga posle vracenog tre¢eg anuiteta je
S, :SZ(1+£J—a: Szr—a:(Kr2 —ar—a)r—a: Kr®-ar’-ar-a
m

Na osnovu izraza za S,,S,,iS;, zakljuCujemo da je stanje duga posle vrac¢enog

I-tog anuiteta

i—-2 2

Si=K-r'—ar'toar'?— ar—a=K-r' —a@+r+ri+...+r' )

2

Ter+r2+. .+t predstavlja zbira prvih i—1 ¢lanova geometrijske progresije

¢iji je prvi ¢lan by = 1, q = r . Zbir prvih n ¢lanova geometrijske progresije Se

izraCunava po formuli
q" -1 2 -1 -1

,paje l+r+r +...+ri_1:1-—:—,tako dazas$;
g-1 r-1 r-1

Z =h

n

-1

r-1

dobijamo Si:K-ri—a zai=1,2,3,...,n.

S, =0, jer je nakon isplate poslednjeg n-tog anuiteta duznik isplatio dug.

U P S Lt G et
r-1 r" -1 1-r™"

S,=0=K-r"-a
Dakle formula za izraCunavanje anuiteta kod modela kredita sa jednakim
r-1

1-r "

anuitetima je a=K-

1-r "

zamenimo u formuli za S; dobi¢emo

Izraz predstavlja procentualno ucesce anuiteta u celom kreditu. Ako a

r-1 -ri_l—K-ri—K-r”- ri—l_K_ri(rn ~)-r"(r' -1
1-r " r-1 r"—1 r"—1

158

Si=K-r'-K-




PNl

r" -1

=S5i=K . Ovom formulom se na osnovu K, t, m i p izraCunava stanje duga

S; nakon vracenog i-tog anuiteta, zasvakoi=1,2,3,...,n.

Ako K treba izraziti preko a ili preko S;, onda se iz prethodnih formula dobija

1-r" -1 . : : N
, odnosno K =S§; - - Direktnu vezu izmedu a i S; dobijamo

r-1 r' —r

A
I

a-

izjednacavanjem ovih formula za K.

_ n n_ n_ _ n_ n _
alr :Si.r 1:>a:S,r 1‘r1_S|r 1..r(r 1)
r-1 r"—r' r"—r' 1-r" r"—r' "1

n n i

r"—r! r"(r-1)

Ukupna kamata pri amortizaciji kredita ovom metodom je razlika svih vrac¢enih

anuiteta i uzetog kredita I =n-a—-K..

Primer 4. Kredit od 368 000 dinara se amortizuje metodom tromese¢nih jednakih
anuiteta po dekurzivnoj kamatnoj stopi od 12,6% za vreme od 6 godina i 9 meseci.
IzraCunati anuitet, stanje duga posle jedne godine i ukupnu kamatu.

Resenje. K =36 8000, m=12/3=4,p=0,126, t = 6god. 9mes., a=?,S, =?

n=tm=64+9/3=27, r=1+ =1,0315

0,126
4

Anuitet racunamo po formuli

r-1 - a:3egooo.%

57 = 20438,797
1-r " 1-1,0315~

a=K-

Posle jedne godine, placeno je 4 anuiteta, pa je stanje duga S, .

n_ i 27 _ 4
r-r S, :368000-1'0315 23,0315
r"-1 1,0315°" -1

S;=K =330905,3785

Ukupnu kamatu racunamo po formuli | = na — K= 27-20438,797 — 368000 =
183847,5109.
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UceSée kamate i otplate u i-tom anuitetu
Kamata sadrzana u i-tom anuitetu racuna se na stanje duga nakon vracenog

prethodnog i — 1. anuiteta, pa je

I, = SHB, ili kako jer ~1+ P = P _ ¢ 1 kamata se moheizraziti
m m m
rn _ri—l
Ii = K(I’—l)ﬁ
Kakao je a=0; +1; = o; =a—1, kad ovde zamenimo I; dobijamo formulu za
i-tu otplatu
n i-1 n i-1
o=KL ke ke T
1-r~" r" -1 1-r " "1
n n i-1 i-1
K- — - = |_ke-npt—.
-1 r"-1 r"—1
ri—1 i1 -n
i-tu otplatu mozemo izraziti i drugacije oj = K(r —1) = r'—K(r-1 .
r-1 1-r

i1 1-1+r™" 4 1 1-r"
= K(r—l)l—_nzr' K(r-1) T =

—-r" 1-r

- ri‘l(K r-1_ K(r—l)j

1-r™"

s, =rYa-1,)=r"o, jerje K(r-1) =K = I,. Takode jei o, =S, - S,
m

c,=9S,,,jerje S, =0.

Primer 5. Odrediti ukupnu kamatu i stanje duga posle vracenog 15-tog anuiteta,
ako se kredit amortizuje metodom jednakih mese¢nih anuiteta, sa godi$njom
dekurzivnom kamatnom stopom od 10,14% za period od 3 godine pri ¢emu je 18-ta
otplata (ucesce otplate u 18-tom anuitetu) 14 900 dinara.

ReSenje. p = 0,1014, t = 3god., m =12, n=3-12 =36, 013 =14900,1=7?,5="?
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0,1014

Kako je | = na— K moramo najpre da odredimo Kia. r=1+ =1,00845

Kako nam je data 18-ta otplata, vrednost kredita ¢emo izracunati iz formule

i-1 n_
o, = K(r—1)— :>K—G r-1
r" -1

-1 i-1
14900  1,00845% -1
1,00845-1 1,00845"

=540700,602

Anuitet racunamo po formuli
=1 . a—540700 %5_136 ~17485324
1-r " 1-1,00845"

pa je ukupna kamata | = 36 -17485,324 — 540700,602 = 88771,062.

a=K-

Stanje duga nakon vra¢enog 15. anuiteta je

36 15 36 15
S5 =K~ _54q700. 100845 ~LO0BAST _ 53519566

r36_1 1,00845%6 _1

Otplaceni deo duga nakon ispla¢enog i-tog anuiteta

Kako je zbir otplacenog dela duga (Q;) i ostatka duga (Sj) nakon ispal¢enog i-tog
anuiteta jednak celom iznosu duga (kredita) K, to iz Q; + S; = K na osnovu dobijene
formule za S; dobijamo

n_ i U 2™ (I i
Qi=K—Si:K—Kr k! 1-(r r),odnosnoQi:Kr l.
r" -1 r" -1 r" -1

Otplac’eni deo duga posle i-tog anuiteta moze se izraziti i kao zbir prvih i otplata

:ler"‘l(a— l,)=(a— Il)zi:r"‘1 =@- 1) +rer? e 4rh)=

k=1 k=1 k=1
i _ i _ n i
:(a—ll)r 1_ K" 1 AL 1_ K(r Dr _K(r-1) r-1_
r-1 1-r™" m)r-1 "1 r-1
_K(r-1) =" =1 \r Kr 1
r" -1 r-1 r" -1
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r'—1
r" -1

i
k=1

Analiza amortizacije kredita metodom jenakih anuiteta i amortizacioni plan
S obzirom a je a = const. duznik je nominalno podjednako optereé¢en u toku Citavog
perioda amorizacije kredita.

Posmatramo niz otplata (o;) i niz kamata (I;).

i
. c; r'e y .. .
ci=r'lo=>—"2=——L-r>1=0;, >0 Sto znati da je niz otplata (o;)

opadajuci, odnosno otplate se povecavaju iz anuiteta u anuitet.
1z S;>S;,,=5; Py Si+1£c> I; > 1;,, sledi da je niz kamata ( I;) opadajuci, Sto
m m

znaci da se kamate iz anuiteta u anuitet smanjuju.

U prvim anuitetima je ucesce otplata manje, pa se stanje duga procentualno manje
smanjuje, dok se najvece otplate duga vracaju u poslednjim anuitetima. Ta razlika
je izrazenija Sto je period amortizacije duzi. Kod dugoro¢nih kredita (najcesce
stambenih), stanje duga ostaje gotovo nepromenjeno u prvih nekoliko godina.
Anuiteti najve¢im delom sadrze samo kamatu. Tek kasnije pocinje da se smanjuje i
stanje duga.

Plan amortizacije kredita se i kod ove metode moze pregledno prikazati tabelom.
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Primer 6. Napraviti plan amortizacije kredita od 10 000 eura sa deset jednakih

tromesec¢nih anuiteta po dekurzivnoj kamatnoj stopi od 7,5%.

Anuitet Kamata Otplata Stanje duga
Redni broj ;
anuiteta a=K. r‘}n =S 42 oi=a— I, Si:Kr“—r'
1-r m r" -1
1 1105,995 187,500 918,495 9081,505
2 1105,995 172,095 933,900 8147,605
3 1105,995 152,768 953,227 7194,378
4 1105,995 134,895 971,100 6223,278
5 1105,995 116,686 989,309 5233,969
6 1105,995 98,137 1007,858 4226,111
7 1105,995 79,240 1026,755 3199,356
8 1105,995 59,988 1046,607 2153,349
9 1105,995 40,375 1065,620 1087,729
10 1105,995 21,395 1087,700 0
h) 11059,95 1063,079 10000,571
Za K = 10000, m = 4, p = 0,075, n = 10, = r =1+% _1+ 9975 4 01875,
Najpre se izraCunava anuitet a = K - 1r__r %n = 10000% =1105,995.
Kamatu izracunavamo po formuli |; = Si—l% , paje

I1=Sg % =10000-0,01875 =187,5, otplatu racunamo po formuli o; =a - 1I;, pa je

o1 = 1105,995 - 187,5 = 918,495. Kako je oj = Si—l - Si = Si = Si—l —0j.
S1=Sg—- 01 =10000 - 918,495 = 9081, 505
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I, =5, 2 =9081505-0,01875 =172,095 = 6, =a— |, =1105,995 172,095 =
m
~933900 = S, = S, — o, = 9081505 — 918,495 = 8147,605

Kontrola ispravnosti izratunavanja je S, = 0 i o = Sp.1. Moguée jei Sp =0 i on =

Sh-1 zbog zaokruzivanja rezultata prilikom racunanja.

n n n n
Takode je D a=na=>) lj+ > oji Y oj=K .Odstupanja u ovom primeru su
i=1 i=l =l =l

dozvoljena i rezultat su zaokruzivanja.
Isti obrasci se koriste i kad se primenjuje konformna kamatna stopa. Potrebno je

samo P zameniti sa Py m.

m
Primer 6. Ako se kredit od 1 000 000 dinara amortizuje za 5 godina tromese¢nim
anuitetima po dekurzivnoj kamatnoj stopi od 12% godiSnje, izraunati stanje duga
posle 10 isplacenih anuiteta kao i ukupnu kamatau:
a) po metodi jednakih otplata,
b) po metodi jednakih anuiteta.

ReSenje. K=1 000000, t=5god., m=12/3=4,n=tm=5-4=20,p =0,12,

r=1+0+j:2=1,03,810:? 1=?

a) stanje duga po metodi jednakih otplata nakon i-tog anuiteta, raCuna se po
formuli S =K -ioc=K —i5 = S1p =1000000—10% =500000
n

K-p(n+1) 1000000-0,12-21
2m 8

b) stanje duga po metodi jednakih anuiteta nakon i-tog anuiteta, racuna se po

=315000.

ukupna kamata je | =

n_yl 20 1 4210
formuli S; = K=" paje Sy4 =1000000. 203 ~103

50 =573200,993
rh—1 1,037 -1
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r-1
1-r~"

ukupna kamataje I =n-a-K=n-K- -K=

1,03-1

=20-1000000- 50
1-1,03"

—1000000 = 344387,184.

Pitanja i zadaci

1. Opisi ukratko model kredita sa jednakim otplatama.

2. Opisi ukratko model kredita sa jednakim anuitetima.

3. Kredit od 160000 dinara se amortizuje metodom jednakih otplata sa
mesec¢nim anuitetima po konformnoj kamatnoj stopi koja je ekvivalentna
dekurzivnoj godisnjoj kamatnoj stopi 19,74% za vreme od 2 godine.
Izrac¢unaj ukupnu kamatu, prvi i poslednji anuitet . Kolika bi bila ukupna
kamata da je umesto konformne racunata relativna kamatna stopa?

4. Kredit od 8000 eura amortizuje se mesecnim jednakim anuitetima za period
od 5 godina i 6 meseci uz godisSnju dekurzivnu kamatnu stopu od 7,52%.
Izracunati vrednost anuiteta, ukupnu kamatu i stanje duga posle 20-tog
anuiteta.

5. Kredit od 128000 dinara amortizuje se metodom jednakih otplata mese¢nim
anuitetima na period od 2godine i 3 meseca uz godisnju dekurzivnu kama-
tnu stopu od 20,12%. Izracunati vrednost prvog, i poslednjeg anuiteta.
Koliko je ukupno novca vraéeno?

6. Kredit od 5000 eura amortizuje se za 4 godine mesecnim anuitetima Sa
godiSnjom kamatnom stopom 18,25%. Odrediti stanje duga nakon dve
godine ako se kredit amortizuje:

a. metodom jednakih anuiteta
b. metodom jednakih otplata .

7. Kredit od 200000 se amortizuje metodom jednakih anuiteta za 2 godine i
6 meseci sa mesecnim anuitetima. Obracun kamate je po konformnoj
kamatnoj stopi koja je ekvivalentna godisnjoj dekurzivnoj kamatnoj stopi
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10.

od 8,56%. Izracunati koliko je ukupno vra¢eno novca, uceS¢e kamate u
petom i otplate u dvadesetom anuitetu. Kolika bi bila ukupna kamata da je
umesto konformne primenjena relativna kamatna stopa?
Kredit od 200 000 dinara se amortizuje mese¢no metodom jednakih otplata
sa godisnjom dekurzivnom kamatnom stopom 16,36% za period od
2 godine. Izracunaj ucesc¢e kamate u prvom i poslednjem anuitetu, vrednost
tih anuiteta i ukupnu kamatu. Kolika bi bila ukupna kamata da je umesto
konformne primenjena relativna kamatna stopa?
Kredit od 368000 dinara se amortizuje mese¢no metodom jednakih anuiteta
sa godisnjom dekurzivnom kamatnom stopom od 12,6% za vreme od
3 godine i 6 meseci. Izracunati vrednost anuiteta, stanje duga posle isteka
prve polovine perioda amortizacije i ukupnu kamatu.
Kredit od 168000 dinara amortizuje se za period od 3 godine, metodom
jednakih otplata sa godiSnjom dekurzivnom kamatnu stopom od 20,12%.
Izracunaj vrednost prvog i 15-tog anuiteta

a. upotrebom relativne

b. upotrebom konformne kamatne stope.

C. IzraCunaj razliku ukupnih kamata izraCunatih primenom relativne i

konformne kamatne stope.
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DODATAK
FORMULE ZA FINANSIJSKU MATEMATIKU

Prost kamatni racun sa dekurzivnom kamatnom stopom
I I I

=K, p-t,Ky=—y, = , U= , K=Ky,@+ pt
o' P 0T o p K, -t K, p o(d+ pt)
SloZen kamatni ra¢un sa dekurzivnom kamatnom stopom
tm IOQ%
Kin = Ko[1+£j t=— 0
m mlogr

Odnos izmedu komforne i relativne kamatne stope p,, =y p+1-1

Model kombinovanog prostog i slozenog kapitalisanja sa dekurzivnom
kamatnom stopom

|ogﬂ
tm
Ks =Ko 1+£j 1Pl g Py Koo
m 365 m mlogr
365 K

tg = ) S o -1

K0(1+pj

m

Prost kamatni rac¢un sa anticipativnom kamatnom stopom

I:th,t:&, q:ﬁ, K =Ko
| | 1-qt

SloZen kamatni ra¢un sa anticipativnom kamatnom stopom
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Model kombinovanog prostog i slozenog kapitalisanja sa anticipativhom
kamatnom stopom

K IOgKKO 365 K
KS — — 0 , tl — tm , td — l_ 0 —
(1_(1) 19t mlog(l—qj a K [ _q]
m 365 m U m

Amortizacija kredita metodom jednakih otplata sa dekurzivhom
kamatnom stopom

d; =J+|i,0'=5,|i = K.p(l—ﬂ), Si :K(]_—Lj, Qi =i~6=ﬂ,
n m n n

n
_ K-p(n+1)
~ 2m

Amortizacija kredita metodom jednakih anuiteta sa dekurzivnom
kamatnom stopom

p

n i
r=i+—ilir=1+p,,, a=K- r-1 i r -r
m :

1—-r " ——
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ISPITNA PITANJA

1.

© © N o g &~ DN

e
R O

=
N

13.

14.
15.
16.
17.

Sta je Dekartov proizvod skupova?

Kako se definise preslikavanje?

Kad kazemo da je neko preslikavanje konstantno, a kad identi¢no
Kad kazemo da je neko preslikavanje sirjekcija

Kad kazemo da je neko preslikavanje injekcija

Kad kazemo da je neko preslikavanje bijekcija?

Sta je inverzno preslikavanje?

Sta su nule funkcije i kako se odreduju?

Kad kazemo da je funkcija parna, a kad da je neparna?

. Sta je matrica?

. Kako se definise zbir dve matrice, a kako proizvod skalara i matrice?

Navedi osobine koje vaze za ove operacije.

. Kako se definiSe proizvod dve matrice, a kako stepen matrice? Navedi

osobine koje vaze za operaciju proizvod matrica.

Sta je determinanta matrice i kako se izra¢unava? Navedi svojstva
determinanti.

Sta je minor, a $ta kofaktor?

Sta je inverzna matrica i kako se izradunava?

Kad kazemo da je matrica regularna, a kad singularna?

Kako se definiSe grani¢na vrednost funkcije?

18. Navedi osobine granicnih vrednosti funkcija.

19.
20.
21.

22,
23.

Kako se definiSe neprekidnost funkcije u tacki, a kako na intervalu?
Navedi osobine neprekidnih funkcija.

Kad kazemo da je pravay = ax + b kosa a kad horizontalna asimptota
funkcije? Kako se izracunavaju koeficijenti a i b?

Sta je vertikalna asimptota funkcije?

Kako glasi definicija prvog izvoda funkcija.

24. Kad kazemo da je funkcija diferencijabilna u tacki, a kad na intervalu?
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25. Navedi pravila diferenciranja.

26. Kako se trazi izvod slozene funkcije?

27. Kako glasi definicija lokalnog minimuma i lokalnog maksimuma?

28. Kad kaZzemo da je funkcija monotono rastu¢a, monotono neopadajuca,
monotono opadajuca i monotono nerastu¢a na nekom intervalu?

29. Kako se odreduje monotonost funkcije pomocu prvog izvoda?

30. Kako se odreduju ekstremne vrednosti funkcije?

31. Kad kazemo da je funkcija konveksna, a kad konkavna na nekom intervalu?

32. Kako se odreduje konveksnost i konkavnost pomoc¢u drugog izvoda
funkcije?

33. Kako se odreduju prevojne tacke funkcije?

34. Navedi definiciju primitivne funkcije.

35. Navedi definiciju neodredenog integrala. Sta je podintegralna funkcija, a $ta
podintegralni izraz?

36. Navedi osobine neodredenog integrala.

37. Navedi osnovna pravila integracije.

38. Objasni metod integracije pomoc¢i smene.

39. Objasni parcijalnu integraciju.

40. Objasni integraciju racionalnih funkcija.

41. Navedi definiciju odredenog integrala i Njutn-Lajbnicovu formulu.

42. Navedi osobine odredenog integrala.

43. Kad kazemo da je odredeni integral nesvojstveni integral?

44. Navedi osobine funkcije traznje.

45. Navedi osobine funkcije ponude.

46. Sta je prihod i kako se moze izraziti funkcija prihoda kao funkcija jedne
promenljive?

47. Sta je funkcija graniénog prihoda? Objasni njenu ekonomsku interpretaciju.

48. Kako se definiSe funkcija troSkova i koje su njene osobine?
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49. Definisi funkciju grani¢nih tro§kova i objasni njenu ekonomsku
interpretaciju.

50. Sta je dobit? Sta je interval rentabilnosti i kako se odreduje?

51. Sta je optimalni nivo proizvodnje i kako se odreduje?

52. Koji modeli kamatnog racuna postoje i po ¢emu se razlikuju?

53. Nabroj nacine obra¢una kamate i objasni ih.

54. Opisi ukratko model kredita sa jednakim otplatama.

55. Opisi ukratko model kredita sa jednakim anuitetima.
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